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Resumen: Consideramos la ecuacion de Ginzburg Landau compleja con un término de tipo potencial acotado en la
recta real. Demostramos la existencia local de soluciones para el problema de valores iniciales en espacios de Zhidkov,
como subespacio de las funciones uniformemente contindas utilizando métodos de splitting nimerico.
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1. INTRODUCCION

La ecuacion de Ginzburg Landau compleja es una de las ecuaciones no lineales mas estudiadas en la
matematica y en la fisica. Describe de forma cualitativa y cuantitativa una gran cantidad de fendmenos como,
por ejemplo, superconductividad, superfluidez, condensados de Bose-Einstein y cristales liquidos [2].
Nuestro objetivo es demostrar la existencia local de soluciones en un espacio muy particular como lo es el
espacio de Zhidkov. Estos espacios fueron introducidos por P. Zhidkov [13] y consisten en funciones
definidas en la recta real, que son acotadas y uniformemente continuas, con derivadas de orden k en L2. La
ventaja de utilizar estos espacios, es que permite analizar ciertas soluciones que en el infinito tienden a un
valor especifico. Esto permite modelar los solitones oscuros (dark solitons), que son “sombras” de ondas
viajeras, es decir soluciones que se escriben como u(x,t) = u, (x — vt). Por ejemplo, en [10] se encuentran
soluciones especificas de tipo soliton oscuro para una ecuacion de Ginzburg Landau compleja no lineal. Este
tipo de soluciones son importantes en otro tipo de ecuaciones como, por ejemplo, las ecuaciones de
Schrédinger [8, 11]. Consideramos el siguiente sistema unidimensional:

diu=(a+if)0 u+yu+Vxu,
u(x,0) = uy (x), €Y)

donde u = u(x,t) es una funcién compleja con x € R,t >0,a>0,>0,y =20 y V(x) una
funcidn continua y acotada. Una gran cantidad de trabajo se ha hecho para demostrar la existencia local de
soluciones en otros espacios, y con distintas no linealidades [12]. En nuestro caso, demostraremos la
existencia local de soluciones en espacios de Zhidkov, utilizando métodos de Splitting temporales, para
ecuaciones de evolucion semilineales. Estos métodos ya han sido utilizados anteriormente para obtener
resultados de buen planteo local en otras ecuaciones y espacios, como en ecuaciones de reaccién difusion [3]
y para soluciones en espacios de Peregrine [4]. Estos métodos permiten particionar la variable temporal, para
poder avanzar por separado con distintas partes de la ecuacion. Los métodos de Splitting temporales fueron
introducidos principalmente para obtener aproximaciones de soluciones a diversas ecuaciones, a través de
algoritmos numéricos, como podemos apreciar en articulos especificos de ecuaciones no lineales de
evolucidn [9]. De esa forma, de acuerdo con que tan “fina” es la particion utilizada computacionalmente,
uno obtendré una mejor aproximacion a la solucion. Estos métodos ya han sido implementados en Clusters
del departamento de computacion de alta performance de la CNEA demostrando una importante
aplicabilidad en distintos problemas [1]. La novedad introducida recientemente, es la de aplicar estos
métodos para obtener resultados puramente tedricos, como ya se ha hecho para la ecuacién de Ginzburg
Landau en espacios de Zhidkov con distintas no linealidades [5].

2. NOTACION Y RESULTADOS PRELIMINARES

En esta seccidn introducimos algunas definiciones y resultados preliminares.

Definicion 1 Definimos C,(R) como el espacio de las funciones uniformemente continuas en una
dimension real.

133



MACI Vol. 8 (2021) M.L. Schuverdt, N.L. Kudraszow, R.P. Vignau, M.D. Sanchez (Eds.)

Definicion 2 Definimos los espacios de Zhidkov para k > g, como

XERYD ={ue L*(RY N C,(RY): 9;ue L*(RY),1<|j| < k}
Es decir, las funciones uniformemente continuas y acotadas, con derivadas hasta orden k en el espacio
L?(R%). La norma asociada es:

e =l + " 19aulz
1<|al<sk
En este trabajo se consideraelcaso k =1y d = 1.
Observacion 3 Los espacios de Zhidkov son cerrados con respecto a la norma definida [11].
Definicion 4 Definimos como U(t) al semigrupo que resuelve la siguiente ecuacion diferencial lineal en
una dimension:
dou =(a + )0y u +yu

Si adicionalmente, tenemos la condicion inicial u(0,x) = uy(x) entonces la solucion del problema de
valores iniciales de la ecuacion lineal se puede escribir en términos de la convolucion entre el nicleo y la
condicion inicial:

2

U(t)ug (x) = Gp(x) *upg(x) = ((47‘[ t(a +i [5’))_% e‘[4r<§+wn+“> * Uy (X).

El ndcleo G, (x) satisface:

1 x?
1G.(0)| = (4m t(a? + §2)) 2 & W@l

con lo cual se puede demostrar que G,(x) € L*(R), es decir se cumple que:

+00
f |G:(x)]| dx < oo.

Proposicion 5 La familia {U(t)};s, de operadores definidos como U(t)u, = G, * uy €s un semigrupo
fuertemente continuo.

Prueba. Ver proposicion 2.2 en [3]. |
Lema 6 (Desigualdad de Young): Si u € LP(R%), v € L7 (R%) y si ademéas tenemos que:

1 1 1
—+—-=—41.
T
Con 1 < p,q <r < co. Entonces
llw vl < llullpe llv]lLe.

Prueba. Ver teorema 3.9.4 en [6]. O
En el siguiente Lema, demostraremos que si la condicion inicial, esta en el espacio de Zhidkov
unidimensional, y de orden k = 1, entonces la evolucion de la ecuacion lineal mantiene la solucion en el
mismo espacio.
Observacion 7 En general, si denotamos u(t, x) € C,(R), nos estaremos refiriendo a u(t, x) €
C ([0 T (uo)), Cu(IR)), donde T*(u,) es el tiempo maximal de existencia de solucion con condicién

inicial uy, que serd definido rigurosamente mas adelante.

Lema 8 Si u, € X1(R) entonces U(t)u, € X1(R).

Prueba. Como sabemos que u, € X1(R) entonces en particular u, € L®(R). Utilizaremos la desigualdad
de Young para convoluciones:

IU@®)ug [l = [1Ge * ug [0 < [|Ge |2 lug [lgoe-
Como ademas, G.(x) € L'(R) se tiene que ||G,|l,1 [[uolle < o0 y U(t)u, € L (R). Por otro lado, como

up € X1(R) entonces d, u, € L2(R). Entonces, usando otra vez, la desigualdad de Young para
convoluciones y propiedades de la convolucion con respecto a las derivadas, tenemos:
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10, (U@ up)ll2 = 105 (Ge * uo)ll,2 = 11Ge * 0 ug ll,2 < NGella 1105 ugll 2 < oo,

por lo tanto, 8, (U(t)uy) € L#(R) y como U(t)u, € L”(R), tenemos que U(t)u, € X*(R). O
Los siguientes resultados son bien conocidos y estan detallados en la literatura especializada en el tema [7]:
Si F es una funcion localmente Lipschitz, entonces para cada z, € C,(R), existe una solucidn Unica de
la ecuacion,

0;z = F(2),

2(0) = z, 2

definida en el intervalo [0, T~(z,)). La solucidn de la ecuacion (2) es también solucion de la ecuacion
integral:

2(t) = zo + [, F(z(t"))dt'.  (3)

Ademas, tenemos una de las siguientes alternativas:
T*(ZO) = o,
T* (zy) < 0y |z(t)| = oo cuando t = T*(z,).

Definimos como N(t,.): C,(R) — C,(R), al flujo generado por la ecuacion (2), esto es, para cualquier
x € R,N(t,uy)(x) es lasolucion del problema (2) con dato inicial z, = u, (x). Por lo tanto, si u(t) =

N(t,uy) tenemos:
t

u(x, t) = ug(x) +f F(u(x, t")dt".

Usaremos un resultado sobre la existencia de soluciones en el espacio de las funciones uniformemente
continuas:

Teorema 9 Existe una funcion T*: C,(R) - R, tal que para u, € C,(R), existe un dnico u €
C(J0,T*(uy)), C,(R)) solucion del problema (1) con u(0) = u,. Mas aun, se tiene una de las siguientes
alternativas:

T*(uo) = 09,
T* (ug) <oy lim supyegr |u(t,x)| = co.
t->T*(uop)
Prueba. Ver teorema 4.3.4 de [7].
O
3. ECUACION POTENCIAL
En esta seccion, analizaremos el problema,
0:z =V(x)z,
z(0) = z,, 4

que es el sistema (2), con F(z) = V(x)z. Al igual que lo hicimos en el Lema 8, con la ecuacion lineal,
podemos demostrar para el problema (4) que si la condicion inicial esta en el espacio X*(R), entonces la
evolucion de la ecuacion no lineal también estara en el espacio X*(R).
Lema 10 Si uy (x) =z, € X1(R), |V (x)| < M y 8, V(x) € L*(R) entonces la solucién del problema (4),
z(t) € X1(R) para t € (0,T*(z)).
Prueba. La solucién del problema (4) es z(t) = z,eV®t. Como z, € X*(R), en particular z, € L*(R).
Como V(x) es acotado, entonces z(t) € L”(R). Por otro lado, si derivamos con respecto a x tenemos que
0,2 = 0y (20)e" ™" + 8, (V(x))z, V@ Como sabemos que d,(z,) € L*(R) y que d, V(x) € L*(R),
entonces 8, (zp)eV™@t € L2(R) y 8, (V(x))z e¥™@* € [2(R), ya que z, € L”(R) y e"®* € L”(R).
Por lo tanto, tenemos finalmente que 0, z € L*(R) y z(t) € X*(R).

O
4. METODO DE SPLITTING
En esta seccion, utilizaremos el método de Splitting desarrollado en [9]. Esto nos permite unir los dos
resultados importantes anteriores, el Lema 8 y el Lema 10, para el problema principal (1).

135



MACI Vol. 8 (2021) M.L. Schuverdt, N.L. Kudraszow, R.P. Vignau, M.D. Sanchez (Eds.)

Teorema 11 Sea u, € X*(R), entonces la solucion del problema (1) u(t) € X1(R) para t € (0, T*(u,)).
Prueba. Para t € [0,T"(ug)),sea n €N, h=t/n 'y {Wyi} __ {Vai},_,_, lassucesiones dadas por:

Who = U,
Vi1 = UMWy,
Wh,l+1 = N(h, Vh,l+1)' l = 0, e, — 1.

Estas sucesiones recorren un intervalo temporal de forma intercalada. La sucesion V;,; es resultado de
avanzar con la ecuacion lineal y la sucesion W;,; evoluciona con la parte no lineal. La sucesion W, es la
que termina el ciclo, por lo tanto, lo que vamos a demostrar es que Wj,; € X*(R) para [ =0, ...,n usando
induccion. Para el caso [ = 0 ya teniamos por como definimos la sucesion que W, o = u, € X*(R). Parael
paso inductivo, suponemos que W, ;_, € X*(R). Por el Lema 8, tenemos que V,; = U(h)W;,;_; € X*(R).
Para el paso siguiente tenemos por el Lema 10, W;,; = N(h, Vh‘l) € X*(R). Esto significa que, completado
el ciclo, la solucion que avanza de forma particionada esta en el mismo espacio de Zhidkov. Sin embargo,
nuestro objetivo es demostrar que la solucion de la ecuacion (1) esta en el espacio X*(R). La convergencia
de la solucidn particionada hacia la solucion de la ecuacién (1) esta garantizada por el Teorema 3.9 de [9],
lo cual nos dice que W}, — u(t) cuando n — oo, es decir cuando las particiones temporales se hacen cada
vez mas pequeiias. Finalmente, como X* (R) es cerrado, tenemos asegurada no solo la convergencia, sino
que ademas la solucion u(t) € X*(R). o
Observacion 12 Es importante notar, que hemos utilizado el Splitting temporal para obtener un resultado
tedrico como lo es, el buen planteo de la ecuacion de Ginzburg-Landau compleja con un término potencial,
en espacios de Zhidkov. Es posible adaptar este mismo método para obtener una solucién aproximada,
mediante el uso computacional, haciendo particiones finas del intervalo temporal [1]. En principio se podria
extender el resultado del Teorema 11, a casos con orden k > 1 pero se requiere modificar y garantizar una
forma generalizada de acotar para cada k en el Lema 10.
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