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Resumen. El objetivo de este trabajo es analizar un articulo publicado por G. Caveney,
J.L. Nicolas y J. Sondow en el afio 2011 relacionando la validez de la Hipotesis de
Riemann con los numeros extraordinarios. El principal resultado afirma que la Hipotesis
de Riemann es verdadera, si y solo si, 4 es el Gnico nimero extraordinario.

Palabras clave. Hipdtesis de Riemann, Superabundantes, Desigualdad de Robin, Suma
de Divisores, Abundancia, Primos.



“Si despertara después de haber dormido durante mil afios, mi primera pregunta seria:
JSe ha probado la hipotesis de Riemann? ”. David Hilbert
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1 — Introduccion

En este trabajo, estudiamos un articulo titulado "Robin’s Theorem, Primes, and a New
Elementary Reformulation of the Riemann Hypothesis" escrito por Geoffrey Caveney,
Jean-Louis Nicolas y Jonathan Sondow (Caveney, Nicolas, Sondow, 2011). En este
articulo, los autores encuentran una nueva equivalencia para la Hipotesis de Riemann.
La hipétesis de Riemann fue formulada originalmente por Bernhard Riemann
(Riemann, 1859) como un problema de teoria de numeros en el contexto del analisis
complejo y desde entonces se han encontrado varias equivalencias, en distintas ramas de
la matematica. Un registro de ellas se puede encontrar en los dos tomos del libro de
Kevin Broughan, especificamente en el primer tomo, se encuentran las equivalencias
aritméticas (Broughan, 2017). Varias de estas equivalencias son consecuencia de un
resultado de Guy Robin, al que Ilamaremos como la desigualdad de Robin (Robin,
1984), que establece que la hip6tesis de Riemann es verdadera, si y solo si, la funcion
de suma de los divisores esta acotada por una funcién bien concreta. Si a(n) es la
funcién suma de divisores entonces la hipotesis de Riemann es equivalente a demostrar
que

o(n) < e’nlog (log(n))

Varias otras equivalencias se desprenden de esta misma, incluida la que es principal en
el articulo a analizar en esta tesis.

El articulo en cuestion define G(n) como G(n) = a(n)/(nloglog(n)). Segun el
articulo, la Hipotesis de Riemann es cierta si y solo si 4 es el (nico nimero
extraordinario. Un ndmero entero positivo N es extraordinario si cumple con las
siguientes condiciones:

1. N esun nimero compuesto.
2. G(n) = G(n/p) paratodos los factores primos p de n.
3. G(n) = G(an) paratodos los multiplos an de n.

La demostracion del articulo utiliza la desigualdad de Robin y un resultado asint6tico
demostrado por Thomas Gronwall (Gronwall, 1913) sobre G (n). También se incluye un
corolario que establece que, si existe algun contraejemplo a la desigualdad de Robin,
entonces el maximo M = max{G(n) : n > 5040} existe y el menor nimero n >
5040 con G(n) = M es extraordinario.

En este trabajo, analizamos en detalle la demostracion del articulo y examinamos sus
resultados. Discutimos la importancia de este enfoque en la comprension de la Hipotesis
de Riemann y su relacion con otras teorias matematicas.

La tesis esta organizada de la siguiente manera, en el segundo capitulo veremos los
resultados preliminares, definiciones y notaciones necesarias para el desarrollo del tema.
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En el tercer capitulo, exhibiremos los principales resultados asociados con la hipotesis
de Riemann, la desigualdad de Robin y sus equivalencias. En el cuarto capitulo
demostraremos los teoremas desarrollados por Alaoglu y Erdds (Alaoglu, Erdds, 1944)
de caracterizacion de los numeros superabundantes, nimeros necesarios para el analisis
de la funcién G(n). En el quinto y ualtimo capitulo desarrollamos los principales
resultados del articulo principal para esta tesis, obteniendo la equivalencia mencionada.



2 - Definiciones Previas

En este capitulo, se presentaran las definiciones, proposiciones y teoremas basicos
necesarios para poner en contexto el tema principal sobre los nimeros extraordinarios.
La notacion que se utilizara en toda la tesis se presentara en detalle, con ejemplos para
ilustrar su uso en situaciones concretas.

Ademas, se discutiran teoremas basicos sobre la funcion suma de divisores y se
explorara la nocion de abundancia de un namero. La definicién de nUmeros
superabundantes también se abordara en este capitulo, junto con algunos teoremas
relacionados con su caracterizacion.

Finalmente, se presentara la definicion de limite superior y su importancia en el
contexto de la tesis. Este concepto serd utilizado en el teorema de Thomas Gronwall
(Gronwall, 1913) que se discutira en capitulos posteriores.




Iniciamos con el Teorema Fundamental de la Aritmética, como fundamento principal
para la descripcion de los divisores de un nimero, a través de la factorizacion en
ndmeros primos.

Teorema 2.1. (Teorema Fundamental de la Aritmética)

Todo nimero entero positivo n > 1 es un nimero primo o bien puede ser representado
univocamente como producto de potencias de nimeros primos:

J

— k1 k2 ki _ ki

n=p; PP = p;"
i=1

donde p; < p, < --* < pj son primos y k; son enteros positivos.

Esta forma de expresion, se llama representacion candnica de n.
Ejemplo: 5040 = 2* 3257
Demostracion. Para esta demostracion se asumen los siguientes resultados:

e Todo entero mayor a 1 tiene por lo menos un divisor primo, es decir o bien es un
ndmero primo o0 un compuesto.
e Lemade Euclides. Siun primo p|ab, para enteros a, b, entonces p|a o p|b.

Existencia. Supongamos que la proposicion es falsa. Sea m el nimero entero mas chico
que no puede ser expresado como producto de nUmeros primos.

Como un numero primo es producto de primos, m no puede ser primo en si mismo.
Porlotanto:3r,s€ Z:1<r<ml<s<m:m=rs

Como m es nuestro menor contraejemplo, tanto » como s pueden ser expresados como
producto de primos.

Sea r =pipy...Px Y S = q19; ... q;, donde py, ..., Pk, 1, ---, q; SON Primos (admitiendo
repetidos).

Tenemos que m = rs = pyPy ... 9192 - q;, €S producto de primos.

Por lo tanto, no existe el contraegjemplo.

Unicidad. Supongamos que un humero n puede ser expresado como producto de
primos de dos maneras distintas: n = p1p, ...px = 919> ... q; (@dmitiendo repetidos).

Queremos demostrar que estas dos representaciones son las mismas a excepcion de su
orden. Dado que estos dos productos son iguales a n, cualquier primo de un producto es
divisor del otro. Es decir, como todo numero tiene un divisor primo, entonces p|n. En
nuestro caso como n = p,p, ... p podemos tomar cualquier primo p;, con1 <i < k,y
tenemos que p;|n. Por lo tanto, p;|q19, ...q; = n.



Por lema de Euclides existe 1 < j < [ tal que p;|q;. Como g; es primo, tenemos 1|q; y
q;j1q;, pero ademas p;|q; y dado que p; es primo entonces p; = q;.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que p; = p;1 Y q; = g4, por lo tanto, tenemos

P2 .- Pk = q2 -..q; cancelando p; y g;. Usando el mismo razonamiento tenemos que
p2 = q,. Podemos repetir el proceso hasta cancelar todos los primos en comun.

Queremos demostrar que k = L.

Veamos el caso donde k < . Por lo descripto anteriormente tenemos que 1 =
qr+1 - q; 10 cual es absurdo ya que gy -..q; SON primos.

Para el caso donde k > [, de la misma forma obtenemos p;,; ...px = 1 lo cual es
absurdo ya que p;41 ... px SOn primos.

Porlotanto k =1y p;, = q; paratodo 1 <i < k.

Proposicion 2.2. Sean n = p;p, ... b, Primos no necesariamente todos distintos y p, 1
namero primo tal que p,,, # p;, 1 < i < r. Entonces (n pfﬁl = 1 donde (a, b) es
el maximo comun divisor.

Demostracion. Los divisores de n son 1, p,, p,, ..., Py Y todas sus combinaciones y los

divisores de pff;l son 1, P41, P41 ...,pffll. Como p,4+q #p;, 1 < i <1 entonces

Pr+1 1 n. Porlo tanto pf_ﬁl } n.

Definicion 2.3. Definimos la funcién contadora de divisores d(n) como:

d(n)=Zl

dfn
Ejemplos:

d)=1 dp)=2 dB)=4 d(12)=6 d(16)=5
d2) =2 d(4) =3 d9) =3 d(14) =4 d(18) =6
d(3) =2 d6) =4 d(10) =4 d(15)=4 d(24)=8

Donde p es un namero primo.
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Gréfico del a funcién contadora de divisores d(n)

La funcién d(n) nos muestra que en general no se puede predecir la cantidad de
divisores que tiene un namero natural cualquiera. La cantidad de divisores varia con
extrema irregularidad a medida que n tiende a infinito. Por esto, es conveniente intentar
caracterizar aguellos nUmeros con mas divisores.

Definicion 2.4. Definimos los nimeros altamente compuestos como aquellos que tienen
mas divisores que todos sus anteriores.

Ejemplos: 2,4,6,12,24,36,48,60,120,180,240,360,720,840,1260,1680,2520,5040, ...

Por el teorema fundamental de la aritmética todo natural se escribe como n =
k; .
Py’ py? ... p;’ donde py, ... ,p; son primosy ki, .. , k; son naturales.

Los siguientes resultados fueron demostrados por S. Ramanujan (Ramanujan, et al.,
1997). Para cada numero altamente compuesto se debe tener todos los primos
consecutivos. Ademas, la sucesion de exponentes debe ser decreciente, es decir,

ky ==k
Ejemplo:
120 = 2335

A excepcion de 4y 36, todos los nimeros altamente compuestos tienen k; = 1.
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Nuestro interés no estara centrado en la cantidad de divisores de un nimero, sino la

suma de divisores de un nimero, aunque comparten ciertas caracteristicas.

Definicién 2.5. Definimos la funciéon suma de divisores o(n) como:

o(n) = Zd

dln
Ejemplos.

(1) =1 a(6) = 12 o(14) = 24
o(2) =3 a(8) = 15 o(15) = 24
c(3) = 4 a(9) = 13 o(16) = 31
o(p)=p+1 o(10) = 18 a(18) = 39
o(4) =7 a(12) = 28 a(24) = 60

Para un namero primo p, notar que o(p) = p + 1.

Sigma function
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Grafico de la funcién a(n)

Notar que a(n) sigue siendo irregular. En principio solo se puede asegurar la cota
inferior asociada a los nimeros primos. Los siguientes resultados nos permitiran
encontrar otras formulas para o(n).

250
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Definicion 2.6. Una funcion f: N — C es multiplicativa si y solo si:

f(mn) = f(m)f(n),

paramy n coprimos.

Teorema 2.7. Si f es una funcion multiplicativay n = pfl pé‘z p}l.(j, entonces f(n) =
k:
f@f (P52 - f(p,”)

Demostracion. Usando induccidn sobre la factorizacion de diferentes nimeros primos
de n. Sin tiene un solo primo en su descomposicion, entonces n = pflpara algun

primo p,, tenemos que f(n) = f(pi*)

Supongamos que el teorema es verdadero para todo n con r primos distintos en su
factorizacion. Ahora veamos el caso donde n tiene r 4+ 1 primos distintos, es decir,

— k1 k2 ky Kria
n=p; p;° . Pr Pri1

Dado que f es multiplicativa y por Proposicion 2.2 tenemos, (pi pi2 ... pir, pft) =

1, entonces f(n) = f(pi* pi2 ... pi)f (XY, Por hipétesis inductiva

f(oy py2 e 2r7) = F(y)F(P32) - f (™), por lotanto f(n) =
FEIDF(PY) ... FOE)f(ETY) completando la demostracion.

Teorema 2.8. La funcion suma de divisores o (n) es multiplicativa.

Demostracion. Sean a, b coprimos. Entonces a y b no tienen divisores en comuny los
divisores de ab son enteros de la forma a;b;, donde a; es divisor de a y b; es divisor de
b, es decir cualquier divisor d de ab es de la forma d = a;b; de forma univoca donde
a;lay b;|b. Podemos listar los divisores de a 'y b:

a,=1,a4,a,,..,ar, =a
bO = 1,b1,b2, ""bS = b

Por lo tanto, la suma de los divisores es:

o(a) = i a;

=0
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o(b) = Zs: b;
j=0

Consideremos ahora, todos los divisores de ab que contengan un a; fijo, de manera que
la suma es:

S S
Zaibj = aiz b] = al'O'(b)
j=1

j=1
Considerando todos los divisores de a y sumandolos

r

o(ab) = z a;o(b) =a(a)o(b)

i=1

|
Teorema 2.9. Sea n = p* potencia de un niimero primo p, k € N, entonces
k+1 _ 1
n)=
a(n) —7
Demostracion. Los divisores de n = p* son 1,p,p?, ..., p*~ 1, p¥.
Por lo tanto, usando la formula de la suma geométrica tenemos,
k ) pk+1 -1
i=0 p
|
Corolario 2.10. Sean € N una potencia de 2, entonces
on)=2n-1
Demostracion. Sean = 2¥, entonces usando el Teorema 2.9 tenemos,
k+1 _
=—=2x2¥-1=2n-1
o(n) 1 n
|

Teorema 2.11. Sean > 2 tal que n = pflpé‘z ...pfr su representacion canonica,
entonces

13



r ki"'l -1
i=1 Pi— 1

Demostracion. Por Teorema 2.8 tenemos que

o) = o(pi*py? .o = o(py)o(py?) .o (pi™)

Usando el Teorema 2.9 obtenemos

ki+1 1 ko+1 1 kr+1 1 r ?ci+1 1
o)) ot = () (1) (B—) - [ [

p1—1 p2—1 pr—1 L L pi—1
|
Corolario 2.12. Sean € N, n > 2, libre de cuadrados, es decir
'
i=1
Entonces,
T
o =] [+ 1)
i=1
Demostracion. Aplicando el Teorema 2.11 con k; = 1 tenemos
T
pi—1
o(n) = —7
i=1 Pi
Aplicando diferencia de cuadrados,
-1 + D(p—1
pi _ (pi )(pi ) —p +1
pi—1 pi—1
|

Corolario 2.13. Sean € N, un semiprimo con diferentes factores primos p, y p, €s
decir n = p,p,, entonces

o) =@+ DP+1)
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Demostracion. Usando el Corolario 2.13 tenemos que

om = | [@i+ 1 =@+ Do+ D

De la misma forma que definimos los nimeros altamente compuestos en la Definicion
2.4 para d(n), también nos interesa para o(n) caracterizar aquellos nimeros cuya suma
de divisores sea grande, en algun sentido.

Definicion 2.14. Definimos un nimero abundante si o(n) > 2n o si la suma de
divisores propios s(n) > n.

Ejemplo:
0(11) = 12 no es abundante.
0(12)=1+2+3+4+ 6+ 12 = 28 > 24 es abundante.

Primeros nimeros abundantes: 12,18,20,24,30,36,40,42, ...

Definicion 2.15. Definimos a n como un nimero altamente abundante si para todo m <
n tenemos que a(n) > a(m).

Primeros nimeros altamente abundantes, 1,2,3,4,6,8,10,12,16,18,20,24,30,36,42,48, ...

Notar que estas definiciones, nos permiten destacar aquellos numeros cuya suma de
divisores sea grande, pero, aun asi, tenemos la incertidumbre de que estos nimeros, ya
sean abundantes, o altamente abundantes, tienen esa propiedad por ser “suficientemente
grandes”. Las siguientes definiciones intentan evadir ese problema, normalizando la
funcion.

Definicion 2.16. Definimos la abundancia o indice de abundancia como o(n)/n.

Ejemplos:
o(31) 32
=— = 1,03
31 31
0(32) 63
=—= 196
32 32 '
o +1 1
op) _p+1_ .1
p p p

15



Grafico de %™ para 1 < n < 1000. (Burdette et al.,2020)

Definicién 2.17. Definimos a n como un nimero superabundante si para todo m < n

atm) _ o)

n

tenemos que

Primeros numeros superabundantes: 1,2,4,6,12,24,36,48,60,120 ...

La caracterizacion de los nimeros superabundantes es similar a la de los nimeros
altamente compuestos. Aun asi, no todo nimero superabundante es altamente
compuesto y viceversa. Por ejemplo, 7560 es altamente compuesto y no es
superabundante. EIl nimero 1163962800 es superabundante y no es altamente
compuesto.

La linea roja representa los nimeros superabundantes para 1 < n < 1000. (Burdette et al.,2020)

16



0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Los puntos de color naranja representan los nimeros superabundantes con 1 < n < 28000

n = 107100

La linea roja representa los nimeros superabundantes para 1 < n < 10'°°. (Burdette et al.,2020)

Teorema 2.18 (Laatsch, 1986). La funcion I(n) = o(n)/n no esta acotada.

Demostracion. Sea n un nimero natural divisible por todos los enteros 1,2,3, ..., k,
consecutivos (por ejemplo n = k!), entonces

n n n
a(n)=1+2+3+---+k+---+n2n+§+§+---+E

Observemos que del lado izquierdo de la desigualdad esta la suma de todos los divisores
de n y del lado derecho tenemos la suma de un subconjunto de divisores de n.
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Por lo tanto

I()>1+1+1+ +1
W=iToT3 k

Tendiendo k a infinito

k

lim I(n) = lim ) —
k—oo k—oo0 l
i=1

Del lado derecho nos queda la serie armonica que diverge, entonces a(n)/n también

diverge. Observar que n = n(k) y ademas cuando k — oo, tenemos que n — oo,

|

Ejemplo. Sitomamos k = 31y n = 31! entonces

31 1

1(31!) = 6,46 > z—, ~ 4,02

=t
Lema 2.19. La funcion I(p*), conp primoy k € N, es decreciente en p para un k
fijo.
Demostracion. Usando el Teorema 2.9 tenemos,

Iy = 2@ P o1 p o1t
p* pf-1) p-1
- p-1/p* . n—1/nk .
Analizando Sr vamos a demostrar que la sucesion a,, = —_—€s decreciente, es
decir a1 < ay.
1 1
n+1-— n —_— _
(Tl+1)k nk 2 n 2 n
Apii < Ay © " <n_1(:>n _1_(n+1)"<n i
L n—1 < n n<1+ n—1 1 <14+ n—1
(n+ 1)k nk  nk (n+ 1)k nk-1 (n+ 1)k
De la ultima desigualdad podemos ver que para k = 1y n > 2 tenemos que nk1—1 <1ly
1+ (::)k > 1. Dado que los nimeros primos son un subconjunto de los naturales
tenemos el resultado.
|

El siguiente resultado nos da una primera caracterizacion para los niUmeros
superabundantes.
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Lema 2.20. Sin es un superabundante tal que n = pfi ...pfr entonces contiene todos
los primos consecutivos hasta p,. en su factorizacion candnica.

Demostracion. Supongamos que n no contiene todos los primos consecutivos, entonces
por lo menos le falta uno, llamémoslo q. Construimos un nuevo nimero m con igual
factorizacion canonica que n con la excepcion que reemplazamos un numero primo
mayor a g por g con idéntica potencia, llamémoslo q'. Notemos que n no contiene a q
pero sia g’y m no contiene a g’ pero si contiene a q.

o(n) o(m)

Por lo tanto, m < n. Veamos que <— Usando el Teorema 2.8 (sigma

n
multiplicativa)
k 'k Ky
o(n) _ o(pY) ...a(q ‘7) o(py")
n pfl g pr

o(m) _ a(pfl) ..o(qka) .o(pin)

k kr
m pyt..qk..py
Cancelando términos obtenemos
/kq)

o) K 'k Ky K Ky A7) ik
w o) w0(q'") o) pyt..qka..p, B 1(q"")

- k / ke k kry - k
? p;t..q" . p; o(p,?) ...a(q*e) ..a(@;") U(ikq) I(q*4)

q q

(o)

)

o) _otm)
n m

Por Lema 2.19y q’ > q entonces < 1, por lo tanto

Contradiciendo que n es superabundante.

Los préximos resultados, nos permiten analizar la distribucion de los nUmeros
superabundantes, dentro de los nimeros naturales.

Proposicion 2.21. Sean < n', dos nUmeros superabundantes consecutivos, entonces
n
— <2
n

Demostracion. Sean = 2k ..p¥ry 2n = 2k1+1 _ p¥r Entonces
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ki+1_

Zki+2 -1 pi
seny/m _ (G57) Wy 2ot -1
O.(n)/n - (2(2ki+1 _1)) . p;ci+1_1 - 2ki+2 — 2
2-1 i=2

pi—1

Por lo tanto,

@ < o(2n)
n 2n

Como n' es el superabundante consecutivo de n, es el menor nimero seguido de n tal
o(n) < a(nl), o(n) < cr(m),
n nr n m

debe ser n’ < m. En particular esto es valido para 2n, entonces n’ < 2n.

que por lo tanto, para cualquier otro numero m que cumpla

Corolario 2.22. Existen infinitos nimeros superabundantes.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de superabundantes S es finito. Sea m el
elemento mas grande del conjunto S, entonces por definicion de superabundante, m
tiene el indice de abundancia mas grande de todos los elementos de S. Pero ademas

posee le indice de abundancia méas grande de todos los nimeros naturales, de lo
o(m) o(mr)

<

m mr

contrario existiria un namero m’ > m tal que

Consideremos el numero 2m, por lo enunciado en la Proposicidn 2.21 sabemos que

2
olm) < % lo cual es absurdo.

Corolario 2.23. Sea x € R, x > 0, entonces siempre existe un superabundante n’ €
[x,2x).

Demostracion. Consideremos el caso donde x es superabundante, entonces n' = x.

En el caso donde x no es superabundante, consideremos n como el superabundante mas
grande tal que n < x, por lo tanto, no existe otro superabundante entre n y x, y por

Proposicion 2.21 existe un superabundante m talque n < x < m < 2n. Ademas, como
n < x tenemos que 2n < 2x. Por lo tanto n’ = m.

Observacion 2.24. Notar que, si los nimeros superabundantes fueran finitos, podriamos
tomar un intervalo [x, 2x) el cual no contenga ningun superabundante.
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Los resultados principales a analizar en los proximos capitulos, ademas de ser
aritméticos, también contienen herramientas del analisis. Por eso debemos introducir el
concepto de limite superior.

Definicion 2.25. Sea {a,,} una sucesion, no necesariamente convergente. Sea E el
conjunto de los limites de todas las subsucesiones de {a,}, entonces definimos

limsupa, = supE
n—->oo

Proposicion 2.26. Sean {a,} Yy {b,} dos sucesiones acotadas tales que a,, < b,, para
todo n € N, entonces tenemos

limsup a,, < lim sup b,
n—-oo n—-oo

Demostracion. Si {an}y {b,} son sucesiones acotadas, entonces existe una
subsucesion de {a,} y una subsucesion de {b,,} convergente, por lo tanto E, # @y
Ep + @. Notar que E, y E;, son el conjunto de los limites de todas las subsucesiones
de {a,}y de {b,} respectivamente.

Definimos sup E, = Ay supE, = B, entonces sabemos que existe una subsucesion

{an,} tal que Ilim an, = Ay unasubsucesion {bn].} tal que lim bnj = B.
—00 ]

Como a, < b, paratodo n € N, entonces a,, < bn]. y tenemos A = 111_{1010 ap, <
lim b,,. = B, 0 lo que es lo mismo
k—oo J

limsupa, < lim supb,
n-oo n-oo
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3 — Hipotesis de Riemann

En este capitulo presentamos la desigualdad de Robin (Robin, 1984), un resultado en la
teoria de numeros que nos permite entender la dificultad de la hip6tesis de Riemann
original a través del estudio de la funcion suma de divisores. Ademas, esta desigualdad
nos permite analizar la hipotesis de Riemann desde una perspectiva diferente, que
combina tanto la teoria de numeros aritmética como analitica.

El orden de los temas que vamos a tratar en este capitulo es el siguiente: primero
presentaremos la historia y descripcion de la hipotesis de Riemann original formulada
por Bernhard Riemann (Riemann, 1859). Luego, hablaremos sobre la funcion zeta de
Riemann y su ecuacion funcional que se utiliza para estudiar la hipotesis de Riemann.
Finalmente, llegamos a la desigualdad de Robin y algunos de los resultados
relacionados que vamos a utilizar en los capitulos siguientes.

En resumen, en este capitulo nos enfocamos en la desigualdad de Robin y sus
implicancias en el andlisis de la hipdtesis de Riemann. Algunos de los resultados que
presentamos estan contenidos y desarrollados ampliamente en libros especializados del
tema (Edwards, 1974).
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Comenzamos definiendo la funcion zeta de Riemann, de gran importancia para la
formulacién de la hipétesis de Riemann.

Definicién 3.1 (Funcion ¢ de Riemann). Definimos la funcién zeta de Riemann como

la serie infinita:

> 1
z(s):ZE' seC
n=1

La serie converge para Re(s) > 1.

Casos pares. La funcion zeta de Riemann tiene su expresion para los casos pares
positivos encontrada inicialmente por Euler:

(—D*V(2m)?*B,,

¢(2k) = 202k)!

Donde B,y, son los nimeros de Bernoulli definidos de varias formas. Una de ellas es
mediante la serie de Taylor de la funcion generatriz:

X o X"
6() === Buy

ex n!
n=0
con |x| < 2w
De esta formula se obtiene que:
2
Vs
2) = —
{(2) =~
4
Vs
4) = —
() =5;
6 ==
¢0) =553
(8) = =
¢(8) = 5250

Y se puede observar que {(s) — 1 cuando Re(s) — oo

o

1
lim {(s) =Z(lim—s) =1+0+0+-
S§—00 S—ooNn

n=1

Para un desarrollo mas completo de este tema ver (Arfken, 1970).

24



Casos impares. Para los casos impares positivos {(2k + 1) tenemos los siguientes
resultados:

e ((3) esirracional (Apéry, 1979).

e Hay infinitos nimeros de la forma {(2k + 1) que son irracionales. (Rivoal,
2000)

e Almenosuno de {(5), {(7),7(9)y ¢(11) es irracional. (Sudilin, 2001)

Continuidad analitica. La continuacion analitica permite extender el dominio de una
funcién analitica. La funcion Zeta de Riemann se puede extender no solo a la forma
divergente sino a los numeros complejos mediante la ecuacién funcional:

T
{(s) = 25n5 1sen (ES) F(1—-s){(1—25)

Paras € C, s # 1, donde T es la funcion Gamma, generalizacién del factorial de un
namero natural. Sis = —2,—4, —6, ... entonces {(s) = 0 son los ceros triviales de la
funcién Zeta de Riemann. Para los casos pares positivos ya hemos visto que {(s) > 0.
Para la demostracion de este resultado ver capitulo 1.6 de (Edwards, 1974).

Hipdtesis de Riemann. La hipétesis de Riemann es uno de los problemas abiertos mas
importantes de las matematicas, conjeturado por Bernhard Riemann en su articulo de
1859. Dada su importancia el Clay Mathematics Institute lo incluyé como uno de los 7
problemas del milenio ofreciendo 1 millén de ddlares para quien logre demostrarlo
(Bombieri, 2014).

Conjetura. (Hipdtesis de Riemann).

1
Los ceros no triviales de {(s) tienen Re(s) = 5

La formulacion original de la hipétesis de Riemann requiere de herramientas
sofisticadas del andlisis complejo. Es de nuestro interés analizar las equivalencias que
muestran el problema desde una perspectiva diferente, en nuestro caso desde una
perspectiva aritmética, vinculando el problema principal con los divisores de un nimero
natural. Para ello exhibimos la equivalencia demostrada por Guy Robin en 1984.

Desigualdad de Robin.
Teorema 3.2. La hipétesis de Riemann es equivalente a demostrar la desigualdad:
o(n) < e’nlog(log(n))

Para n > 5040, donde y es la constante de Euler-Mascheroni y e¥ ~ 1,781.
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40000

30000

20000

Valor de la funcion

10000

Gréafico de o(n) en color rojoy e¥ n log log(n) en color azul para 1 < n < 10000

Demostracion. Ver (Robin, 1984).

Observacion 3.3. Podemos reescribir la desigualdad de Robin en términos del indice de
abundancia de la siguiente forma:

? < e¥log(log(n))

Notar que esto implica que la Hipédtesis de Riemann nos brinda una cota para el indice
de abundancia de los nUmeros superabundantes.

(8]

Walor de la funcion

o)
n

Grafico de en color rojo y e log log(n) en color azul.
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De la misma manera, podemaos reescribir la desigualdad acotando por e?:

o(n)
nlog(log(m)

G(n) = eV

25¢ -

20F s

Valor de la funcion

2000 4000 €000 8000 10000

Grafico de G(n) en rojoy e¥en color azul.

En el siguiente grafico podemos observar en rojo los casos de G(n) > e¥paran <
5040.

2.0¢,,

" o

0 1000 2000 3000 4000 5000

En azul tenemos los valores que cumplen G(n) < e yenrojo G(n) = e”.
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Constante de Euler-Mascheroni. La Constante de Euler-Mascheroni se encuentra en el
ambito de la Teoria de los Nimeros y de la Teoria de la Probabilidad. Esta se representa
como y Yy se calcula como el limite de la diferencia entre la Suma Armonicay el
Logaritmo Natural. Esta constante es una medida de la diferencia de convergencia entre
la Suma Armdnica y el Logaritmo Natural, siendo su resultado una constante que nos
indica que la velocidad de convergencia es semejante.

La constante de Euler-Mascheroni se define como:

n
1
y = lim 2 ——log(n) = 0,57721 ...
e k=1k

No se sabe si es irracional y si es racional su denominador es mayor a 10244663
(Haible, Papanikolaou, 1998).

La siguiente desigualdad es también resultado del mismo articulo de Guy Robin y nos
proporciona una cota directa, a diferencia de la desigualdad de Robin original del
Teorema 3.2 que es una conjetura equivalente a la hipotesis de Riemann. La
desigualdad mostrada a continuacién nos permite ver que, en el caso de que existan
contraejemplos a la desigualdad original, éstos no pueden alejarse demasiado de la
misma.

Teorema 3.4

0,6482 ...

o(n) < e¥nlog(log(n)) + ”m

Paran > 3 con la igualdad para n = 12, donde

7
3 log(log(12)) — e” log?(log(12)) =~ 0,648214

Demostracion. Ver (Robin, 1984).

En los siguientes graficos podemos comparar la diferencia entre la desigualdad de
Robin equivalente a la hip6tesis de Riemann (Teorema 3.2) en negro y la desigualdad
de Robin incondicional (Teorema 3.4) en verde.
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Valor de la funcion

40000
20000
1? 20000 | 1 — sigmal(n)
z — Robin HR
3 —— Robin
10000 |
o}l
; ."l :DBU 4333 fﬂ‘ﬂﬁ 83‘30 13533
n
Grafico de a(n) en color rojo, e¥nlog(log(n)) en color negroy
e"nlog(log(n)) + n—2282 o color verde paral <n < 10000.
log(log(n))
19000
18 000
17 000
— Sigma(n)
— Robin HR
16000 4
— Robin
15000 F ‘ ‘ |
B R I DS I Y |||I.|.|
4000 4200 4400 4800 43800 5000

Mismo gréfico para 4000 < n < 5040 donde se puede observar mejor la distancia entre

0,6482...

———=_¢n color verde.
log(log(n))

e'nlog(log(n)) en color negroy e¥nlog(log(n)) +n
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En el siguiente grafico se puede observar lo que ocurre para n = 5040. ¢(5040) se
encuentra por encima de la cota equivalente a la hipotesis de Riemann, pero por debajo
de la cota incondicional. Recordemos que la desigualdad de Robin (Teorema 3.2) debe
cumplirse paran > 5040, ya que como podemos ver, podemos encontrar
contraejemplos para n < 5040.

e Sigma(n)
1 — Robin HR
19000 | . Robin

Valor de la tuncior
T

Gréfico para 5039 < n < 5041 donde se puede observar

0,6482...
log(log(n))

e’nlog(log(n)) < a(5040) < e¥nlog(log(n)) +n

El siguiente teorema es de suma importancia para los resultados principales de los
préximos capitulos, ya que asegura que o(n) se acerca asintéticamente a

e’nlog(log(n)).

Teorema 3.5 (Teorema de Gronwall)

lim sup o) Y

———=c¢
n-eo  nlog(log(n))

Demostracion. Ver (Gronwall, 1913).

Se conocen ciertos resultados sobre las caracteristicas que tendrian los contraejemplos a
la desigualdad de Robin, si estos existen. El siguiente resultado nos da la real
importancia de los nimeros superabundantes definidos en el capitulo anterior.
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Teorema 3.6. Si existen contraejemplos a la desigualdad de Robin, (Teorema 3.2), estos
son infinitos y el primero es un numero superabundante.

Demostracion. Ver (Robin, 1984) y (Akbary, Friggstad, 2009).

Existen otras equivalencias que involucran a la suma de los divisores de un nimero.
Mostramos como ejemplo la desigualdad de Lagarias (Lagarias, 2002), la cual, a
diferencia de la desigualdad de Robin, comienza en n > 1y no involucra la constante
de Euler-Mascheroni. La desigualdad se deduce que la velocidad de divergencia tanto
de la funcion logaritmo como de la serie armonica son similares.

Teorema 3.7. La hipoétesis de Riemann es equivalente a la siguiente desigualdad,
o(n) < H, + e'*log (H,,)
Paran > 1, donde H,, = 2=1%' es la suma parcial de la serie armonica.

Demostracion. Ver (Lagarias, 2002).

Estas no son las Unicas equivalencias a la hip6tesis de Riemann asociadas a la
desigualdad de Robin, para mas detalles sobre otras equivalencias ver (Broughan,
2017).
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4 — Propiedades de los nUmeros superabundantes

En este capitulo, presentamos algunos teoremas sobre la caracterizacion de nimeros
superabundantes que fueron definidos inicialmente por (Ramanujan, 1997). En
particular, exploramos tres teoremas demostrados por L. Alaoglu y P. Erdés (Alaoglu,
Erdds, 1944) en su articulo "On highly composite and similar numbers". El primer
teorema demuestra que un nimero superabundante tiene en su factorizacion canonica a
todos los primos consecutivos hasta algiin maximo con los respectivos exponentes de
forma decreciente; el segundo teorema da una nocion de distancia entre estos
exponentes y una cota que se debe cumplir; y el tercero expresa una cota para el
exponente del primo 2. Vale la pena mencionar que existen pocos algoritmos eficientes
para computar los nimeros superabundantes (Briggs, 2009).

También analizamos dos teoremas del articulo "Robin's Theorem, Primes, and a New
Elementary Reformulation of the Riemann Hypothesis" de G. Caveney, J.L. Nicolas y J.
Sondow (Caveney, Nicolas, Sondow, 2011). Estos resultados utilizan los tres teoremas
de Alaoglu y Erd6s para mostrar otras caracteristicas de los nimeros superabundantes.

Existe poca literatura sobre niumeros superabundantes y la hipdtesis de Riemann,
muchos de estos resultados se pueden encontrar en (Broughan, 2017).
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El primer resultado continua la caracterizacion de los niUmeros superabundantes
comenzada en el capitulo 2 con el Lema 2.20 que afirmaba que un nimero
superabundante contiene todos los primos consecutivos en su factorizacion prima.

Lema 4.1 (Alaoglu, Erdos, 1944). Si n es un superabundante tal que n = pi* ...pr"
entonces los exponentes son decrecientes, es decir k, > k s paratodo q,q’ con p, <

bg’ < Dr-
Demostracion. Notemos en primer lugar que la siguiente funcion es decreciente:

x" -1

x™"—x

g(x) =
paran = 2y x > 2. Verificamos que g'(x) < 0. La derivada es

,oy o (m=1Dx" 1 nx™ !
IO =" T 0

Dado que el denominador es siempre positivo, verificamos que el numerador es
negativo.

-1 -1 (Tl - 1) 1
n-Dx"+1—-nx""'>0eom—-1Dx"+1>mx"! o X+——=>1
n nx
Dado que a,, = "T_l es creciente con minimo % enn=2yx > 2 el término (”T_l)x > 1.

Entonces g'(x) < 0 por lo tanto g(x) es decreciente para x. Podemos verificar que

también es decreciente para la variable n

vy (=1 4+ x)x"log (x)
9 = —— e

Podemos ver queparan >2yx > 2, g'(n) < 0.

Supongamos ahora que los exponentes no son decrecientes, entonces existen g, g’ con
pq < pq tales que kg < k. Definimos n' = np,/pg, , notar que n’ < n. Como n es
a(n’) < cr(n).

n

nl

superabundante tenemos que

Al igual que en el Lema 2.20 obtenemos,
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o(n)

n

o(nr) =
ns
_ o(p) 0 (pg") -0 (pg) - o0} Pl et Lk
pit ...psq ...ps,q' P (i) ..o (psqﬂ) .0 (ps,q'_l) .o(pkn)
k Kqr - k kqr
o)) w e o) o () 2
kg Kqr Kq+1 Kqr—1 Kq+1 Kqr—1
Peet o (pg ) (pr ) Par o (pg"") o (pg"™)
pkq+1— pqu+1_1
q ar kq+2 kqr+1
_ pq—1 pqr—1 pq _ pqq+ - pq pq/q ’ -1
Pqr p§q+2—1 p’;?'—l p(l;q+2 -1 p:,qlﬂ — Dq:

Pg—1 pg—1

o(n) kg+2 kq’+1

o(n) on — p -p, b, —1
(,)<£®1<L,=>1<q 1 _4a =
n n o(n’) kqt2 _ o kq!tl

! pq - pql — DPqg’
kq+2 kqr+1

o Pa -1 Dqr -1

kq+2 kql+1

pq - pq pql - pq,

. . x™-1 ., .
Como analizamos previamente g(x) = — . esuna funcién decreciente en x y n para
x,n = 2, por lo tanto, la inecuacién no se cumple.

Para el caso n = 1 se llega al mismo resultado con igual razonamiento.

Es posible demostrar también, que todo numero superabundante tiene el exponente 1 en
el ultimo primo de su factorizacion candnica exceptuando a los numeros 4 y 36. Para la
demostracion de este resultado, ver el Teorema 3 en (Alaoglu, Erdds, 1944).

El siguiente lema nos permite restringir los posibles valores para los exponentes de los
primos en la factorizacion candnica de un nimero superabundante.

Lema 4.2 (Alaoglu, Erdos, 1944). Sea n superabundante tal que n = pfl ...pfr Yy pg <
log (pg)
< . =
Pq' = Pr. Seaf = kg )
B—1,B+1,p.
Demostracion. Supongamos primero que k,» <  — 2. Definimos x € N dado por las

desigualdades py~' < p,, < px. Veamos que k, > x. Por el absurdo suponemos k, <
x entonces k, < x — 1 por lo tanto

|, entonces kg, tiene uno de los tres valores siguientes:

q

k k 1 _
-1 B-2
P SPq <Py <P, <Py

— kg -— k
= pg,pqlz < pqqpqlz < pqq
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Lo cual es falso, por lo tanto k, = x

Observemos que usamos la desigualdad pg, < p(l;" ya que aplicando logaritmo se

log(pq) log(pq)
obtiene f = l og pq )| <k, 1og(pq,)'

Definimos n’ = > x implicaque n” < n. Usando que n es

Pq
superabundante y cancelando términos tenemos lo siguiente

(p(l;q—xpk,ﬁl) (p(’;qpkgl) _

kq—x k r+1 k kq’
pq pql pq pql
k_1+2 _ k 1+1
pqq _ 1p;<q x+1 1 pq? _ 1p(l;q+1 _1
X
pq — — < pq/ — — =
Py — 1 pg—1 Py —1 pg—1
k 142 kq+ 1+2 kg+1
() — D@ —pH < (p Fompd D e
k 1+2 k. +1 k r+2 k.41 k 1+2 k. o+1 k_r+2 k.41
Py Pq TPy Pq—Pq  +Pq3 <Py Pg —P,  —PgPq Py

Cancelando y reordenando términos obtenemos

kg+1 k_1+2
e =D pg" +pg <3 —Dp,/ + pg

Notar que p;~' < p, — 1 entonces pj < pq(p,r — 1) es decir pf — 1 < pa(pyr — 1),
usando esto tenemos

k_1+2
(g — Do, + g < (0§ - V)ph, + pi <pa(pg — VPL, +
k. +1 k_r+2
< (g = Dp," +pg <®i-Dp,/  + g
teniendo en cuenta que pf, < p:;q. La contradiccion anterior muestra que k,, = f — 1

Ahora supongamos que k,, = 8 + 2, nuevamente definimos x > 2, tal que p~* <

_1 -1 _kg-1 ky k
Pqr < pg. Entonces como pg ™" < pg, tenemos que pq Py <p ,pq
o i npx-1
Definimos un n” = —24
Dqr
.. npX~1 o
Definimos n’ = 224—, Usando que n es superabundante y cancelando términos tenemos

Dqr
lo siguiente
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o (p(’;q+x—1pk7,—1) _ (p(’;qpkg/) _

q
kq+x—1_kg—1 kq kqr
q pql pq pql
k ! k 1+1
pq _1p(1;q+x_1 X 1pqq _1p(l;q+1_1
Pay "1 p,—1 _Pa “1 p -1 =
Dq' Pq bq' Pq
k r+1 kg+x k r+1 kqtx
0, P, —D<@) -DE i e
q q q q q q -1
Py Pq T PaPq TPy +Pg < b, ’ Pq —DPg — pql pqg  +tpg
k+1 k r+1 ko4 qtx
op pEt=pl T Hpg < v HpE e, e
k 1+1 _ _ k_r+1 _ Ko +x
p, i —D+pit<p) (i -DHpy <py’ (g-D+p; e
k r+1 kg+x
p, 7 =D <p " (py—1 e
pkq+x pkq+x
Py @i =1 <TG (g — D < #(pqr —1) <pilpgy — 1)
P, q'

q

Notar quep > pq .

X

2
Dada la funcién G(r) = rTTl creciente para r > 2y la funcién H(x) = qxill_l
decreciente para x > 2 tenemos que
pkq+x pkq+x
po 5 =) <o g — D < (g — D <pipg — 1)
p ? pq’
q
Py Pa Pq

pe—1D - (o - (pg— 1)

Absurdo, ya que G () es creciente y p, < pg,, por lo tanto kg, < f + 1.

Corolario 4.3. El Lema 4.2 es equivalente a la siguiente desigualdad

e, )

<1
q IOg(pq/)

_kq,
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log(pq)
a log pq )
uno de los siguientes valores § — 1,8 + 1, 5. Esto es equivalente a la siguiente
desigualdad

Demostracion. Segun el lema anterior tenemos S = [ | Y kg puede tomar

log(pg)
log(py’)

+1

lk log(p,)

“log(pqr)

__\k log(pq)

“log(pqr)

—1Sk¢sl%

log(py)

-1
“1og(pqr)

+12—&fz—h

lo g(pq)

-1
log(pg’

12 kg o+ ko

log(py)
log(pg')

log(p,)
[kqlog(pq )

1< \kq —kql <loe

—kgr

<1

Corolario 4.4. Sea n un superabundante, dado p,/ y k, fijos, definidos de igual

manera que Teorema 4.2. Entonces la potencia de 2 en la factorizacion prima de n (k;)

esta acotada, es decir ky < B = B(pg, kgq1)-

Demostracion. Aplicando el Corolario 4.3 conp, = p; = 2 y con k, = k; tenemos
l log(2) |
"log(py)

[k log(2)
"log(pyr)

{k log(2)
log(pq

En particular vale

| /<1@

)| oy

Sacando la parte entera y acotando tenemos

log(2)
log(py')

kl <kq’+2@
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log(pyr)

Lema 4.5 (Alaoglu, Erdés, 1944). Dadon = pfl ...pfr superabundante, tenemos que
Pyt < 4.2k,

Demostracion. Supongamos primero que k, < f = lkl 112_3&(2)) entonces vale que
Dq
p < 2%1 < 4.2%1 Estoesporque k, < = lk log(2) 10g®@  omparando los
1 1log(pq) Lo ( q)

dos extremos de la desigualdad llegamos a pq < 2%1, entonces vale pq < 4.2k,

Veamos ahora el caso donde k, > . Segun el Lema 4.2 tenemos que k, = 8 + 1.

. k
Supongamos que existe un n superabundante tal que pq" > 4.2F1 = 2k1+2 notar que
como p, es primo, no pueden ser iguales. Definimos un natural x > 1 tal que 2* <

p, < 2**1 entonces tenemos 2X1pf ! = 2k1p§q > 2kitxph

B
.. n2% p
Definiendo n’ = L notar que n” < n, y usando que n es superabundante,
pq

cancelando términos tenemos lo siguiente

B2k1+x B+12k1
o(py2t) _o(pg™2")

(=
p52k1+x p5+12k1
kg +a+1 _ 1p([;+1 -1 o 2ki+1 _ 1pg+2 ~1 n
PaT -1 p, -1 2-1 p,—1

(2k1+x+1 1)(pﬁ+2 _ pq) < (2k1+1+x Zx)(pﬁ"‘z _ 1) PN

2k1+x+1p5+2 2k1+x+1p p5+2 +pg < 2k1+x+1pg+2 — pkitl+x _ 2xp([;+2 + X

Cancelando y reordenando términos obtenemos
(2% = D)py™* +pg < (pg — D24+ 4 2%

Por lo tanto,

(2% — D2k1+?p, < (2% — Dp, "

< (pq _ 1)2k1+x+1 < pq2k1+x+1 o

2k1+2+x 2k1+2 (Zx 1)2k1+2 < 2k1+x+1 Py
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2.2k1+x+1 _ 2k1+x+1 < 2k1+2 o
2% < 21

Lo cual es falso, entonces vale p, < 2¥1*2,

Los siguientes lemas se encuentran en el articulo de G. Caveney, J.L. Nicolas y J.
Sondow (Caveney, Nicolas, Sondow, 2011) bajo los nombres de SA1y SA2, que son de
suma importancia para el desarrollo del proximo capitulo. El siguiente lema (SA1) nos
permite verificar que el Teorema de Gronwall es valido solo recorriendo los numeros
superabundantes. Esto reafirma cualquier sospecha de que los nimeros
superabundantes, efectivamente estan entre los nimeros candidatos a contraejemplos
para la desigualdad de Robin.

Lema 4.6 (SAl). Sea S el conjunto de todos los nUmeros superabundantes. Entonces
tenemos

lim supG(s) = e¥
SES

Donde

a(s)

G(8) = 30y gty

Demostracion. Por Teorema 3.5 (Gronwall) sabemos que

lim sup G(n) = eY

n—oo

Por lo tanto, sabemos que

lim sup G(s) < e¥
SES

Entonces es suficiente con construir una sucesion {s, } con s, € S tal que

lim sup G(sy) = eY

k—oo

Por el Teorema 3.5 (Gronwall) y por la definicion de limite superior, existe una
sucesion de nameros naturales v; < v, < --- tal que Il{im G(vy) = e¥. Analizamos dos
—00

casos posibles, v, € So v, € S.

Si v, € S entonces tomamos s;, = vy.
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Si v, € S, definimos s, = max{s € S:s < v, }, entonces podemos deducir que
o(sk) > o
Sk

{sk +1,s,+2,...,v.3NS =@. Como s, €S obtenemos :"), lo cual implica
k

o(sy) o (V) _
silog (log(sk)) = vilog (log(vy))

G(sp) = G (V)

Donde usamos que la funcion log (log(x)) es estrictamente creciente.

Sabemos que Il{im v, = oo Yy por Corolario 2.2 tenemos que Il{im s = co. Aplicando

limite a ambos lados de la desigualdad anterior y por Proposicion 2.26

lim sup G(s;) =lim sup G(vy) = e¥

k—oo k—o0

Obteniendo la desigualdad complementaria.

El siguiente lema (SA2) nos muestra una caracteristica importante sobre los nimeros
superabundantes. Dado cualquier nimero natural, existen finitos nUmeros
superabundantes que no son multiplos de ese numero. Este resultado implica que, para
un namero superabundante suficientemente grande, hay ciertas restricciones para el
exponente que tiene un dado primo de la factorizacion candnica. Es por eso que seran de
gran importancia para la demostracion del lema SA2, los resultados de Alaoglu y Erdds
exhibidos al principio de este capitulo, ya que restringen mediante cotas los posibles
exponentes de los primos de la factorizacion canonica de un nimero superabundante.

Lema 4.7 (SA2). Dado unn, € N, entonces para cada s € S suficientemente grande s
es multiplo de n,.

Demostracion. Fijemos n, > 1. Sea K el exponente mas grande en la factorizacién
prima de n, (sin importar repetidos) y definimos P(n) el primo més grande de la
factorizacion de n.

Veamos que el siguiente conjunto F es finito
F = {s € S:sno es divisible por PX} = {s € 5:0 < kp(s) < K}
Donde kp(s) es la potencia del primo P en la factorizacion de s.

Por Corolario 4.4 tomando p, = Py k., = K, sabemos que k,(s) < B paratodo s €
F. Si q es cualquier factor primo de s entonces por Lema 4.1 tenemos la misma cota
para todas las potencias de los otros factores primos de s, es decir k,(s) < By por
Lema 4.5 g*a < 282, En particular con g = P(s) tenemos P(s) < P(s)*r < 28+2
como consecuencia obtenemos p;p, ... P(s) < 2521, donde p; son los factores primos
de s menores que P(s). Por altimo, acotando los exponentes tenemos

s < (2B*21)B paratodo s € F.
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Notar que dado un n, fijo obtenemos un conjunto F correspondiente y finito.

Como F es un conjunto finito, y el conjunto S de los superabundantes es infinito
Corolario 2.2 entonces el complemento de F (F¢) es infinito.

Sea s € F¢, entonces vale que PX|s. Por Lema 4.1 tenemos que (p,p, ... P)X|s ya que
los exponentes de p; < P en la descomposicion prima de s cumplen que k; = K. Notar
que ny|(p1p5 ... P)X. Por propiedad transitiva de la divisibilidad tenemos finalmente
que nyls, por lo tanto s es multiplo de n,.

El siguiente ejemplo expone la principal acotacion construida en la demostracion
anterior. Se puede prever que la cota p;p, ... P(s) < 28%21, es exagerada en el sentido
de que se intuye una distancia importante entre el lado derecho y el lado izquierdo. Esto
es porgue la demostracion solo requeria exponer la finitud del conjunto F. El siguiente
ejemplo concreto exhibe esta caracteristica.

Ejemplo. Tomando n, = 81 = 3%, tenemos P = 3y K = 4. Usando la Tabla 7.1 del
Anexo (capitulo 7) podemos contar la cantidad de nUmeros superabundantes que no
tengan a 3* en su factorizacion candnica, entonces notamos que #F > 81y que el
namero superabundante méas grande de ellos es

27%x33%x52%x7?x11%x13%x17x19 %23 x 29 x31x37
= 149602080797769000 = 1,49602080797769 x 107

Por otro lado, buscamos la cota del Corolario 4.4

_ log(pg') _ log(3) _
B = (ky + Z)W_ 4+ Z)m ~ 9.51

Calculando la cota del Lema 4.7 obtenemos

(ZB+2!)B ~ (211.51!)9.51 ~ 2,20822 X 1084—074

Como resultado podemos notar por Lema 4.7 que
1,49602080797769 x 107 < max(F) < 2,20822 ... x 1084074

Si bien el nimero superabundante que encontramos en nuestro ejemplo es muy grande,
el maximo del conjunto F podria ser varios ordenes de magnitud, dada la cota que se
obtuvo por el Lema 4.7.
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5 — NUmeros extraordinarios

En este capitulo, analizaremos el teorema principal del articulo titulado "Robin’s
Theorem, Primes, and a New Elementary Reformulation of the Riemann Hypothesis"
escrito por Geoffrey Caveney, Jean-Louis Nicolas y Jonathan Sondow (Caveney,
Nicolas, Sondow, 2011). Para ello presentamos un nuevo concepto, el de nimero
extraordinario, y demostramos el teorema mas importante: la hipdtesis de Riemann es
verdadera si y solo si 4 es el Unico numero extraordinario. Para demostrarlo, utilizamos
los teoremas relacionados con los nimeros superabundantes que se presentaron en
capitulos anteriores, asi como lemas adicionales. Seran de gran importancia el Teorema
de Gronwall (Teorema 3.5) y la desigualdad de Robin (Teorema 3.2).

Con esta nueva equivalencia, podemos deshacernos de una cota fija de la desigualdad
de Robin para la funcion suma de divisores y poner en el centro la funcion G(n) =
o(n)/nlog log(n). Se analizan para cada n cuales son sus divisores y sus multiplos y
a partir de ellos comprobar la propiedad de ser extraordinario.
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Comenzamos definiendo los nimeros extraordinarios y sus caracteristicas.

Definicién 5.1. Un numero natural n es extraordinario si n es compuesto y satisface las
siguientes dos propiedades

e GAl: G(n) = G(n/p) para todos los factores primos p de N.
e GA2: G(n) = G(an) para todos los multiplos an de n.

Las dos condiciones para ser numero extraordinario, las condiciones GA1y GA2, tienen
una diferencia importante. Para verificar la condicion GA2 se requiere que infinitos
nameros cumplan con la desigualdad G(n) = G(a.n). Pero para que se cumpla la
condicion GA1 se requiere de finitos nimeros, relacionados con los factores primos de
n. Si tomamos por ejemplo n = 183783600 = 2* x 33 x 52 X 7 X 11 X 13 x 17 se
puede verificar que es GAL, (ver tabla y gréfico a continuacion), es decir, vale que

Gn) =G (g) parap = 2,3,5,7,11, 13, 17. Este nUmero no es extraordinario, ya que

no es GA2, porque G(n) = 1,71 < G(19n) ~ 1,72. En general, verificar si un nimero
es extraordinario o no, se dificulta a medida que el nimero es mas grande, ya que al
contener mas divisores primos, los algoritmos se tomarian mas tiempo para comprobar
si es GAL. Adicionalmente, verificar que un nimero efectivamente es GA2, se convierte
en una tarea bastante dificil, principalmente porque, al necesitar verificar infinitos
nameros, solo se podria demostrar la propiedad teéricamente, como lo haremos para el
caso mencionado del nimero 4.

n

A continuacion, se muestran los valores de G(n) y G (p) parap = 2,3,5,7,11,13,17

Primo n/p o(n) G(n)
1| 183783600 | 929940480 | 1,71758744
2| 91891800 | 449971200 | 1,68338401
3| 61261200 | 302230656 | 1,70914794
5| 18378360 87091200 1,68220862
7 8751600 | 37778832 1,55748917
11 1670760| 7257600| 1,631649
13 673200 2698488 | 1,54365204
17 98280 403200 | 1,68002765

n

Tanto en la tabla como en el siguiente grafico se puede observar que G(n) = G (p) para
p=2,35,711,13,17.
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El siguiente teorema verifica que efectivamente, 4 es un nimero extraordinario, es decir
que cumple con las propiedades GAl y GA2.

Teorema 5.2. El menor de los niUmeros extraordinarios es N = 4.

Demostracion. Observemos primero que N < 4 no pueden ser extraordinarios por no
ser compuestos. Veamos que N = 4 cumple con las propiedades GAl y GA2.

Calculando obtenemos G (4) = 5.357 ... y como el Gnico factor primo de 4 es 2 veamos

que G(4) = G(4/2) = G(2) = % = —4.09263 cumpliendo GAL.

Para GA2 utilizaremos la desigualdad de Robin del Teorema 3.4 dada por

0.6483

y 4 06483
Gn) <e’+ Toglog ) '

notar que el lado derecho de la desigualdad es una funcién decreciente.

Entonces para n = 5 tenemos que

0.6483
(log(log5))?

Dado que la cota vale para todo n > 5, particular también vale para los multiplos de
N = 4 cumpliendo de esta manera GA2.

G(n) < e + = 4.643 ... < G(4) = 5.357 ...

El siguiente lema nos permite mostrar que el teorema de Gronwall (Teorema 3.5) es
también valido fijando un nimero natural y solo recorriendo los multiplos de ese
numero. Ademas, caracteriza fuertemente los nimeros de tipo GA2, estos cumpliran
que G(n) = e?, es decir, no cumplen con la desigualdad de Robin, por lo que resultara
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extremadamente dificil hallar un namero mayor a 5040 y que sea GA2, ya que esto
implica la falsedad de la hipétesis de Riemann.

Lema 5.3. Dado n, € N, entonces lim sup G(nyn) = e¥. Si n cumple GA2, entonces

n—-oo

G(n) = e?.

Demostracion. Para la primera parte observemos que por teorema de Gronwall
(Teorema 3.5) tenemos lim sup G(nyn) < e". Por otro lado, por el Lema 4.6 tenemos

n—-oo

lim sup G(s) = e? y por Lema 4.7 para cada s € S suficientemente grande, s es
SES

mdaltiplo de ny. Entonces, lim sup G(ngn) = e? por lo tanto lim sup G(nyn) = ev.
n—-oo n—-oo

Para la segunda parte, como n cumple GA2 vale G(nyn) < G(n), por lo tanto G(n) es

una cota superior para todos sus multiplos y vale que e¥ = lim sup G(nyn) < G(n).

n—-oo

Los siguientes lemas involucran a los contraejemplos para la desigualdad de Robin para
n < 5040.

Lema 5.4. Sea R definido por el conjunto R = {r < 5040:G(r) = e¥}. Sir ER,r >
5, entonces G(r) < G(r/p), para algun factor primo p de r.

Demostracion. Los numeros r € Ry los valores G (r) estan calculados en la Tabla 5.5.
Asumiendo G(r) < G(r/p) para algun factor primo p de r, definimos el primo mas
chico que cumple con G(r) < G(r/p) como

p(r) = min {p|r:G(r/p) > G(r)}

En la tabla se puede observar que paratodo 5 < r € R existe un p(r) y por lo tanto
cumplen que G(r) < G(r/p).

Tabla 5.5
r SA a(r) a(r)/r G(r) p(r) G(11r)
3 4 1,333333|14,17718 1,161996
4 X 7 1,75 |5,357674 1,43451
5 6 1,2 2,521618 0,943063
6 X 12 2 3,429367 2 1,522958
8 15 1,875 [2,561128 2 1,36452
9 13 1,444444 |1,834926 3 1,033287
10 18 1,8 2,158189 2 1,268774
12 X 28 2,333333| 2,56344 2 1,605237
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16 31 1,9375 [1,899917 2 1,286476
18 39 2,166667 | 2,041358 3 1,419183
20 42 2,1 1,913983 2 1,359414
24 X 60 2,5 2,162127 2 1,587042
30 72 24 1,96058 3 1,489549
36 X 91 2,5277781,980481 2 1,541702
48 X 124 2,583333|1,908541 2 1,535265
60 X 168 2,8 1,98637 5 1,632916
72 195 2,708333|1,863737 2 1,556414
84 224 2,666667 | 1,791412 7 1,514256
120 X 360 3 1,915701 2 1,659556
180 X 546 3,033333|1,841393 3 1,632552
240 X 744 3,1 1,82222 2 1,638365
360 X 1170 3,25 1,833471 2 1,676872
720 X 2418 |3,358333| 1,78263 2 1,669324
840 X 2880 |3,428571|1,797812 7 1,691118
2520 X 9360 |3,714286|1,804611 7 1,742537
5040 X 19344 |3,838095|1,790973 2 1,751247

Lema5.6. Sir € Ryp = 11 es primo, entonces G (pr) < e”’.

Demostracion. Sean € N, y sean p, g primos impares que no dividenanyp > q.
Entonces

o(pn) _p+1 o(n) q+1 o(n) _ G(qn)

() = loglogpm)) ~ p nlogllog(pn)) ~ q  nlogllog(qm)

Por otro lado, en la Tabla 5.5 podemos observar que ningin ndmero primo p > 11
dividear e Ry G(11r) < 1,76 paratodor € R. Como 1,76 < e¥ = 1,78, tenemos
entonces G(pr) < G(11r) < e?’.

Finalmente, utilizando todos los lemas de este capitulo, y resultados de capitulos
anteriores podemos demostrar el resultado principal de la tesis, la equivalencia que
involucra la hipdtesis de Riemann y los numeros extraordinarios.

Teorema 5.7. La hipétesis de Riemann es verdadera si y solo si 4 es el Unico numero
extraordinario.

Demostracion. Demostremos primero que si existe un N # 4 extraordinario entonces
la hipotesis de Riemann es falsa.

Asumimos que N # 4 es un numero extraordinario, por lo tanto, cumple GAly GA2.
Entonces por Lema 5.3 vale G(N) = e¥. Notemos que si N < 5040 entonces N € R
definido en el Lema 5.4.
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Ademaés, como N # 4 es compuesto se deduce que N > 5. Usando el Lema 5.4
tenemos que G(N) < G(N/p), para algun factor primo p de N, entonces N no es GA1
para N < 5040. Como N > 5040 y por la desigualdad de Robin del Teorema 3.2 la
hipétesis de Riemann es falsa.

Por otro lado, supongamos que, si la hipétesis de Riemann es falsa, entonces existe N #
4 extraordinario. Por Teorema 3.2 (Robin) y Teorema 3.5 (Grénwall) existe un
maximo

M = max{G(n):n > 5040} 1)
y M > e¥. Definamos

N = min {n > 5040: G(n) = M} (2)

Ahora demostremos que N es un nimero extraordinario para lo cual primero veamos
que es compuesto. Si N fuera primo entonces o(N) =1+ N y si N > 5040 tenemos
que

GV) = 1+N
~ Nlog(log(N))
Notemos que G (N) es una funcion decreciente para cualquier N, en particular para N >
5040 tenemos un maximo en 5040 es decir G(N) < 2041 ~ 0.46 ...

5040 log(log(5040))
contradiciendo G(N) = e¥ = 1.78 ...

Notar que como M es un méaximo, G(N) > G(n) paratodon > N y por lo tanto N es
GA2.

Para verificar que N cumple GA1 definimos p primo tal que p|[Nyr = N/p. Enel
caso donde r > 5040, como r < N implica G(N) > G(r), donde la desigualdad es
estricta ya que G (N) es el menor de los maximos. Ahora consideremos el caso donde
r < 5040.

Haciendo los calculos podemos verificar que G(n) < e? si 5041 < n < 35280. Si
N = 35280 = 7 x 5040 por lo tanto para los primos p < 7 tenemos que r = % > 5040

y G(r) < e¥. Veamos que ocurre parap = 11.

Supongamos que G(r) = e?, entonces r € R. Por lo tanto, por Lema 5.6 tenemos e¥ >
G(pr) = G(N) contradiciendo que G(N) = e¥. Porlotanto G(r) < e¥ < G(N).

En ambos casos G(N) > G(r) =G (%) y esto implica que N es GAL.

Por lo tanto N # 4 es extraordinario.
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Gréfico de G(n), 5 <n < 35280

En el grafico podemos observar en color azul los valores de G(n < 5040), en verde los
valores para G(n = 5041) y en naranja larectay = e?.

Notar que para valores de G(n), 5041 < n < 35280 ninguno esta por encima de e?

Observacion 5.8. De la demostracion del teorema anterior se deduce que si existe un
contraejemplo de la desigualdad de Robin del Teorema 3.2 entonces el maximo M =
max{G(n):n > 5040} existe y el menor N > 5040 tal que G(N) = M es
extraordinario.

Observacion 5.9. La demostracion del Teorema 5.7 utiliza la condicion GAL con la
desigualdad estricta, es decir G(n) > G (g) Evidentemente esto se puede utilizar para

el N minimo que cumple que G(N) = M.

Queda la pregunta de si se pudiera cambiar la condicion GA1 para cualquier otro caso.
En particular, si existiera otro maximo, N’ > N tal que G(N) = G(N') podria no
cumplirse la condicién en caso de que N’ = Np tendriamos G(N') = G (N;)

Mas generalmente podemos preguntarnos si existe la posibilidad de que G(m) = G(n)

para cualquier n < m. Para esto debe cumplirse que % = 1. Pero veamos que:

G(m) a(m)nloglog(n)

G(n) o(n) mloglog(m)
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El cociente,

om)n
o(n)m

es un numero racional, ya que a(n) siempre es un nimero natural. Si el cociente
loglog(n)
loglog(m)

Desafortunadamente, no es sencillo demostrar que

, . . , .. logl
fuera un ndmero irracional, serfa suficiente para que 2" 109t0s ™)

o(n) mloglog(m) ’
loglog(n)
loglog(m)

sabe que, si se demuestra un resultado de la teoria de nimeros trascendentes, la
loglog(n)
loglog(m)

trascendente y por lo tanto irracional. Es realmente notable como la hipdtesis de

Riemann pueda estar conectada también con otras conjeturas de gran importancia.

es irracional. De hecho, se

conjetura de Schanuel (Lang, 1966), entonces el cociente es un namero
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6 - Conclusion

En conclusion, la Hipdtesis de Riemann puede ser reformulada en términos de los
nameros extraordinarios. Esta reformulacion es atractiva porque no involucra la
constante v, y no tenemos la restriccion de una cota como en la desigualdad de Robin, la
hipotesis depende de que el Gnico nimero extraordinario sea el 4.

La reformulacion de la Hip6tesis de Riemann ofrece un enfoque elegante y elemental
para abordar esta importante cuestion matematica. Ademas, ofrece una serie de
herramientas y teoremas que pueden ser utilizados para demostrar la veracidad de la
hipétesis o su falsedad. Este enfoque nos permite entender la hipétesis de Riemann en
términos de la distribucion de divisores de un nimero dado y su suma.

En general, estos resultados son un importante avance en el estudio de la Hipotesis de
Riemann y proporcionan una nueva perspectiva para abordar esta compleja cuestion
matematica. La hipotesis de Riemann es uno de los resultados con mas equivalencias, y
cada equivalencia puede ser una mejor oportunidad para entender y resolver este
problema tan famoso.
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7 - Anexo

Tabla 7.1. Tabla de los primeros 108 nimeros superabundantes y su correspondiente
factorizacion prima. Extracto de la tabla (Sloane, 2010). Se pueden apreciar los
resultados de Alaoglu y Erdds, las caracteristicas de los nimeros superabundantes
demostradas en el capitulo 4 con respecto a la factorizacion canénicay los exponentes
de cada factor primo. Todos los nUmeros superabundantes contienen primos
consecutivos, los exponentes se distribuyen de forma decreciente, y el ultimo exponente
siempre es 1.

En relacion al Lema 4.7 (SA2) se puede observar que puede haber ciertas diferencias
entre numeros superabundantes consecutivos. Si un primo en particular tiene un
exponente determinado, el numero superabundante siguiente puede tener un exponente
menor, pero tener mas primos en su descomposicion prima como ocurre con el numero
superabundante 49 (1102701600) que contiene en su factorizacion prima a 3* pero su
ultimo primo es 17, mientras que el nimero superabundante 50 (1163962800),
contiene en su factorizacion prima a 32 pero su Gltimo primo es 19.

N SA Factorizacién

1 1 1!

2 2 21

3 4 22

4 6 2! .31

5 12 22,31

6 24 23.31

7 36 22,32

8 48 2*.31

9 60 22,31 .51
10 120 23.3!.51
11 180 22,3251
12 240 2*.31.51
13 360 23.32.5!
14 720 2*.32.51
15 840 23.3!.51. 71
16 1260 22,3251 71
17 1680 2¢.3L.5L. 71
18 2520 23,3251 71
19 5040 2*.32.5L. 71
20 10080 25,3251, 71
21 15120 2¢.33.51. 71
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22 25200 2*.3%.52. 71

23 27720 23.32.5% 71111

24 55440 2*.32.5%, 71 11!

25 110880 25.32.51.71. 11!

26 166320 2¢.33%.51. 71 11!

27 277200 2%.32.52.71. 11!

28 332640 25.33.51.71.11!

29 554400 25.32.52.71 11!

30 665280 26.33%.51. 71 11!

31 720720 2*.32.51.71.111.13!

32 1441440 25.3%.51.71.11%.13¢

33 2162160 2¢.3%.51.71.11%.13¢

34 3603600 2*.3%2.5%2,71, 111,131

35 4324320 25.33%.51.71.11%.13¢

36 7207200 25.32.52.7%.11%.13?

37 8648640 26.33.5%, 71,111,131

38 10810800 2*.33%.52.7%, 111,131

39 21621600 25.33.52,71,11.131

40 36756720 24,33 .51, 7111131 17¢
41 61261200 2*.3%.52.7.11%.13.17°
42 73513440 25.33.5%,71.11%.13%.17¢
43 122522400 25.32.52.71.111.13. 171
44 147026880 26.33.51,71.111.13%.17¢
45 183783600 2*.33.52.71.111.131.17¢
46 367567200 25.3%.52.71.11.131.17¢
47 698377680 2*.33.51.71.11%.13%.171.19?
48 735134400 26.33.52.71.111. 131172
49 1102701600 25.3%52.71.11.13. 17!
50 1163962800 2%.3%2.5%2,71.11%, 13,171, 19*
51 1396755360 25.33.51.71.11%.131.171.19¢
52 2327925600 25.32.52,71,11%.131.171.19¢
53 2793510720 26.33.51.71.11%. 131,171, 19¢
54 3491888400 24.33.52.71.11%, 13,171, 19°
95 6983776800 25.33.52.71.11%. 131,171,191
56 13967553600 26.33.52.71.11%.13. 171, 19*
57 20951330400 25.3%.5%,71.11%. 13,171, 19*
58 27935107200 27.33.52.71.11%.13%,17%. 19"
59 41902660800 26.3%.52.71,11%.13%.17%. 19"
60 48886437600 25.33.52,72,11%.131.17%. 19!
61 80313433200 2%.3%.52.71.11%.13%.17%. 191, 23!
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62 160626866400 25.33.5%2.71.11.131.17%. 19", 23!

63 321253732800 26.33%.52,71.11%,13%.17%.191. 23!

64 481880599200 25.3%.52,71.11%.131.17%.191. 23!

65 642507465600 27.33.5%,71.11%. 131,171, 191. 23!

66 963761198400 26.3%.52,71.11%,13%.17%.191. 23!

67 1124388064800 25.33.52,72,111.131.17%.191. 23!

68 1927522396800 27.3%.5%.71.11%.131.17%.191. 23!

69 2248776129600 26.3%.52.72,111.13. 171,192, 23!

70 3373164194400 25.3%.5%2,72,11.13%.17%.191. 23!

71 4497552259200 27.3%.5%2.7%2,11.13%.17%.191. 23!

72 4658179125600 25.3%.52,7%,11%.13%. 171,191,231, 29!

73 6746328388800 26.3%.52.72.111.13%.17%. 192, 23!

74 9316358251200 26.33.52,71.11%.13.17%. 191, 231, 29°

75 13974537376800 25.3%.5%,71.11%.13%.17%. 191, 231. 29"

76 18632716502400 27.3%.52,7%,11%.13". 171,191,231, 29!

n 27949074753600 26.3%.52,71.11%.131.17%. 191, 231, 29°

78 32607253879200 25.3%.52,72,11%.13.17".191. 23, 29¢

79 55898149507200 27.3%.52,7%,11%.13. 171,191,231, 29!

80 65214507758400 26.33.52,72,111.131.17%. 191, 231, 29"

81 97821761637600 25.3%.52,72,111.13.17.191. 23, 29¢

82 130429015516800 27.3%.52.72,111.13.17".191. 23, 29¢

83 144403552893600 25.33.52.71.11%.131.17%.191. 231, 29%. 31!

84 195643523275200 26.3%.52,72,11%.13.17".191. 23, 29¢

85 288807105787200 26.33.52.71,11%,13%.17%.19".231. 292, 31¢

86 433210658680800 25.3%.5%.71.11%.13.17%.191. 231, 29%. 311

87 577614211574400 27.33%.52.7%,11%,13%.17%.19".231. 29, 31¢

88 866421317361600 26.3%.5%,71.11%.13'.17%.191. 231, 29%. 311

89 1010824870255200 25.33.52.72,11%.131.17%.191. 231, 291, 31!

90 1732842634723200 27.3%.52.71.11%.131.17'.19%. 231, 291. 311

9 2021649740510400 26.33.52,72.111.131.17%.19. 23, 291. 31!

92 3032474610765600 25.3%.52,72,111.13.171. 19, 231, 29, 311

93 4043299481020800 27.33.52.7%.111.13%.17%.191. 231, 291. 31!

94 6064949221531200 26.3%.52.7%.11.131.17%.191. 23, 291. 31!

95 10685862914126400 26.33.52.71.111.13.17.191. 231, 29%. 31%. 37"

96 12129898443062400 27.3%.5%.7%,11.13%.17%.191. 231, 291, 31!

o7 21371725828252800 27.3%.52,71.11%.131.17%. 191, 231, 291, 31, 37*

98 24259796886124800 28.3%.52,72,11%.13.17. 19, 23, 29", 311

99 30324746107656000 26.3%.53.72.11%.13.17. 19, 23, 29", 311
100 32057588742379200 26.3%.52,71.11%.131.17%. 191, 23, 291, 31, 37*
101 37400520199442400 25.3%.52.72.111.13%.171. 191, 23, 29%. 311, 37"
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102 64115177484758400 27.3%.5%,71.11%.131.17%. 191, 231, 291, 311, 37*
103 74801040398884800 26.33.52.72.11%.13%.17%. 191, 231. 291, 311, 37"
104 112201560598327000 25.3%.52,72,111,131,17%.191. 23%. 291, 31, 37*
105|  149602080797769000 27.3%.5%,72,111.131,17%. 191, 23%. 291, 31, 37*
106 | 224403121196654000 26.3%.52.72.111.13. 171,191, 23, 29%. 311, 371
107 448806242393308000 27.3%.5%2,72,11,13%,17%.191. 23%. 291, 311, 37*
108|  897612484786617000 28.3%.5% .72 .11%.13.17%.19%. 23, 29%. 311,37}
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