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Resumen

Continuando con nuestra serie de articulos intoductorios sobre la verificaciéon axiomatica de
programas, en este segundo trabajo nos enfocamos en el paradigma secuencial no deterministico,
siempre en el marco de los programas imperativos de entrada/salida. Como el no determinismo
se manifiesta en la concurrencia, el articulo sirve también como introduccion a la verificacién
de programas concurrentes, en los que mas se justifica por su complejidad un tratamiento
formal de las pruebas de correctitud. Trabajamos con un cldsico lenguaje de programacién, con
seleccion condicional y repeticion no deterministicas, al que luego se incorporan asignaciones
aleatorias. Para las pruebas de los programas planteamos una adaptacion del método axiomatico de
verificacion descripto en la publicacion previa, limitado a la programacion secuencial deterministica.
Presentamos ejemplos de aplicacion del método e incluimos un desarrollo sistemdtico de programa,
volviendo a destacar el approach de utilizar los axiomas y reglas para programar al mismo tiempo que
verificar, con el objeto de obtener programas correctos por construccion. Finalmente introducimos
el concepto de fairness, cuyo efecto es reducir el grado de no determinismo de un programa en
base a determinados criterios de equidad en el entorno de ejecucion, y describimos un par de
adaptaciones en las reglas de prueba para contemplar este aspecto.

PALABRAS CLAVE: PROGRAMA, NO DETERMINISMO, VERIFICACION, AXIOMATICA

Verification of Nondeterministic Programs

Abstract

We continue with our series of introductory articles on the axiomatic verification of programs.
In this second work, we focus on the nondeterministic sequential paradigm, always within the
framework of imperative input/output programs. As nondeterminism is manifested in concurrency,
the article also serves as an introduction to the verification of concurrent programs, in which a
formal treatment of correctness verification is more justified due to their complexity. We work with
a classic programming language, with nondeterministic conditional selections and repetitions,
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and then incorporating random assignments. For the verification of the programs we propose an
adaptation of the verification axiomatic method described in the previous publication, limited to
deterministic sequential programming. We present examples of the application of the method and
a systematic program development is also included, emphasizing again the approach of using the
axioms and rules for programming as well as verifying, in order to obtain correct programs by
construction. Finally, we introduce the concept of fairness, which effect is to reduce the degree of
nondeterminism of a program based on certain equity criteria in the execution environment, and
we describe a couple of adaptations in the verification rules to contemplate this aspect.

KEYWORDS: PROGRAM, NONDETERMINISM, VERIFICATION, AXIOMATICS

1. Introduccioén

El no determinismo es un concepto que aparece en distintas areas de la computacién, como
la teoria de automatas y la algoritmica, ademads de la teoria de la programacion en la que nos
concentramos en este articulo. En [AB09] se resume la historia del concepto, y para su estudio
se presenta una taxonomia con distintos ejes (dominio, semantica, nivel de abstraccién, método
de ejecucidn, etc). Dicho trabajo destaca [RS59] como una de las primeras referencias a las
maquinas de Turing no deterministicas, en las que el no determinismo es existencial, una maquina
acepta una cadena de entrada si al menos lo hace en una de sus computaciones. Por su parte
establece [Flo67] como punto de partida de los algoritmos no deterministicos, introducidos para
expresar concisamente soluciones computacionales, implementadas con backtracking, abstraccion
del recorrido exhaustivo de todas las computaciones. Y entre los hitos iniciales en el marco
de la programacién menciona las publicaciones de E. Dijkstra sobre concurrencia [Dij68] y
programacion no deterministica [Dij76]. En este tltimo trabajo se describe el lenguaje GCL
(por Guarded Commands Language o Lenguaje de Comandos Guardados), que empleamos en
las proximas secciones.

En el 4rea de la programacién el no determinismo es 1til fundamentalmente por dos motivos:

1. Abstraccion. Se simplifica la construccion de programas, evitando determinismo innecesario.
Los eventuales refinamientos para lograr la eficiencia esperada en la maquina objeto se
posponen hasta etapas posteriores apropiadamente escogidas.

2. Algunos sistemas son inherentemente de naturaleza no deterministica (por ejemplo, los
sistemas operativos), por lo que indefectiblemente los lenguajes de programaciéon deben
contar con estructuras de dicha naturaleza.

En lo que sigue describimos el clasico método axiomatico para probar programas secuenciales
no deterministicos, adaptacion del método para los programas secuenciales deterministicos
presentado en el articulo anterior (recomendamos su lectura previa por plantear los pilares de
la verificacion axiomatica de programas). Cabe remarcar:

» A diferencia de la teoria de autématas, en el area de la programacion la interpretacion del
no determinismo es universal: en la ejecucion de un programa, representada por un arbol de
computaciones posibles, se debe cumplir que toda computacion sea correcta (de acuerdo a la
semantica definida), por lo que verificar el programa consiste en probar que las propiedades

Revista Abierta de Informética Aplicada/vol 6 N°2 (2022): 46-71
ISSN 2591-5320

47



48

RICARDO ROSENFELD
Verificacion de Programas no Deterministicos

especificadas se cumplan en cada una de sus computaciones. Para la implementacion se deja
un rango de opciones, no se fuerza a que se reproduzcan todas las posibilidades, logrando
mas eficiencia que en la interpretacion existencial.

o El no determinismo se manifiesta en la programacion concurrente, por lo que tratar la
verificacion de programas secuenciales no deterministicos sirve como introduccién a la
problematica de la correctitud en la concurrencia, evitando su mayor complejidad. De hecho,
en algunos textos se trata la verificaciéon de un programa concurrente transformandolo
primero en uno secuencial no deterministico y luego probandolo con su nueva estructura.

[Lau71] es la primera referencia a la correctitud de los programas no deterministicos, que se
profundiza en [dBa80]. La idea de transformar programas concurrentes en programas secuenciales
no deterministicos para su verificacion se plantea en [AM71, FS78, FS81], mientras que en [Dij76]
primero y [Gri81] después, el foco se pone en el desarrollo sistematico.

El articulo continda de la siguiente manera. En la seccion 2 se introducen los lenguajes utilizados,
se muestran ejemplos de programas no deterministicos y se especifican las propiedades a probar.
En las secciones 3 y 4 se describen los axiomas y reglas del método de verificacion y se ejemplifica
su aplicacion. En la seccion 5 se desarrolla un ejemplo de programacion sistematica basada
en los axiomas y reglas estudiados. En la seccion 6 se amplia el lenguaje de programacién con
asignaciones aleatorias, que provocan un nuevo tipo de no determinismo con respecto al de
las construcciones no deterministicas definidas antes, y se adapta el método de prueba para
contemplarlas. En la seccién 7 se introduce el concepto de fairness, intimamente ligado al no
determinismo, que consiste en establecer determinados criterios de equidad sobre la ejecucion de
las posibles computaciones de los programas, y asi también se adapta el método de verificacion
para considerarlo. La seccion 8 cierra el articulo con observaciones finales. Parte del material
en que nos basamos aparece en [Apt84, Fra86, Fra92, AO97, RI10, PRS17]. Al igual que en el
articulo anterior, por fines didacticos describimos el método como si se aplicara a posteriori
(dados una especificacién y un programa, probar que el programa es correcto con respecto a la
especificacion), pero la idea central sigue siendo valerse de sus conceptos fundamentales para
desarrollar programas correctos por construccion, en el sentido de partir de una especificaciéon
y derivar un programa que la satisfaga en base a un calculo bien definido.

2. Caracteristicas generales del método de verificacion

Verificar un programa consiste en probar formalmente sus propiedades con respecto a su
especificacion. En la verificacion, entonces, intervienen dos artefactos formales, una especificacion
y un programa, expresados mediante lenguajes con sintaxis y semantica precisas. A continuacion
describimos los lenguajes con los que vamos a trabajar y las propiedades de programas que
consideraremos.

2.1. Lenguaje de programacion

La sintaxis en notacion BNF (Backus-Naur Form) del lenguaje de programacién que utilizaremos
es la siguiente:
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S:uskip |x:=e|S;S,|if CGfi|do CGod
CG:B—>S|B—>SorCG

Los subindices no son parte del lenguaje, se utilizan para facilitar su definicion. La expresion e es
de tipo entero (consideraremos en general variables simples de este tipo, sélo excepcionalmente
variables simples booleanas y arreglos de enteros) y la expresién B es de tipo booleano.
Las instrucciones if CG fi y do CG od son las instrucciones no deterministicas del lenguaje,
respectivamente la seleccién condicional y la repeticion. En general las denotaremos, la primera
conif B, — S, or...or B, — S fi, abrevidndola con IF, y la segunda con do B, — S, or...or B, —
S, od, abreviandola con DO. El componente GC, de forma B — §, se conoce como comando
guardado o comando con guardia. Las expresiones tienen la siguiente sintaxis:

exn|x|e +e|e -ele.e]|..|ifBthene elsee fi
B::true|false|e =e,|e <e |e >e |...|7B|B vB|B AB, |...

n es una constante entera, X es una variable entera, y true (por verdadero) y false (por falso) son
las constantes booleanas. Completamos la descripcion del lenguaje presentando, informalmente,
la semantica de sus instrucciones:

1. Lainstruccion skip es atomica (se consume en un paso), y no tiene ningun efecto sobre las
variables. Se puede usar, por ejemplo, en comandos guardados en que no deba efectuarse
ninguna accidn.

2. Laasignacion x := e también es atdmica. Asigna el valor de e a la variable x.
3. Lasecuencia S, S,ejecuta Sy luego S,.

4. Laseleccion condicional no deterministica if B, — S, or...or B, — S fi se comporta de la
siguiente manera: Si algunas de las guardias B, son verdaderas, se opta no deterministicamente
por una, se ejecuta la S, asociada, y después el programa continuia con la instruccion siguiente
a la seleccion. Y si en cambio ninguna de las guardias es verdadera, la seleccion (y el
programa) falla, termina incorrectamente.

5. Finalmente, la repeticion no deterministica do B, — S, or...or B, — S od actua asi: Si
algunas de las guardias B, son verdaderas, se opta no deterministicamente por una, se ejecuta
la S, asociada, se repite el mismo ciclo mientras existan guardias verdaderas, y si en algan
momento todas las guardias son falsas el programa contintia con la instruccion siguiente
a la repeticion (no falla como la seleccion condicional). En caso de que siempre exista
alguna guardia verdadera, la repeticion (y el programa) diverge, se ejecuta infinitamente.
La repeticion es la nica instruccion del lenguaje que puede provocar divergencia.

Cuando una guardia B, de una seleccién condicional o una repeticion es verdadera, se dice
que la direccion i de la instruccion estd habilitada. La eleccion entre las direcciones habilitadas
es no deterministica, sin ningtn tipo de asuncién de probabilidades. Por la semantica de las
instrucciones no deterministicas, a partir del estado inicial de un programa (contenidos iniciales
de las variables de programa) pueden haber varias computaciones, conformando un drbol de
computaciones, y por lo tanto varios estados finales (contenidos finales de las variables de
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programa). El caso mas general es el de un arbol que incluye al mismo tiempo computaciones
que terminan, computaciones que fallan y computaciones que divergen, como lo muestra la
figura siguiente:

(8]
.r'/ kY
/ \
/ A
/ \
/ Y s
gofol

Es decir, a partir de un estado inicial 0, una computaciéon de un programa no deterministico
puede terminar en un estado final 6" (conocido como estado propio), terminar en el estado de
falla (denotado con f) o divergir (el simbolo L denota el estado indefinido, que representa la
infinitud de la computacion asociada).

Completamos la descripcion del lenguaje de programacion con ejemplos de programas. Los
siguientes dos programas simulan, respectivamente, la seleccion condicional deterministica if
Bthen S, else S, fiylarepeticion deterministica while B do S od. En el primer caso corresponde:

ifB—)Slor—'B—>Szﬁ

y en el segundo:
doB—>Sod

El siguiente programa obtiene en la variable x algin nimero natural del intervalo [0, N], con
N=0:
S, x:=0;y:=0;
doy<N—> y:=y+1;
iftrue > x:=y
or true — skip
fi

od

El drbol de computaciones asociado al programa S_; cuando N = 2 es:

Cada nivel del arbol, desde el nodo raiz hasta las hojas, representa una iteraciéon del DO. Los
nodos contienen los valores que van adquiriendo las variables x e y. Las hojas representan los
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estados finales del programa, asociados a sus posibles cuatro computaciones (a lo largo del DO,
las dos direcciones del IF, etiquetadas con los nimeros 1 y 2, estan siempre habilitadas). Al no
haber ninguna asuncién de probabilidades, no puede asegurarse que luego de varias ejecuciones
del programa se vayan a obtener en x los nimeros naturales 0, 1 y 2. En este otro programa se
obtiene en x cualquier nimero natural:

S = x:=0;b:=true;
dob— x:=x+1
orb — b:=false
od

b es una variable booleana. Notar que en este caso el arbol de computaciones tiene una rama
infinita, correspondiente a la computacion en la que siempre se elige la primera direcciéon del DO:
G0 4 b=t

o,

i r e,

(x=2 r. h=tﬂfﬂ> G” A h=*ﬂ'§®

Es decir, el programa S cumple con su cometido, pero puede divergir, lo que se justifica por el
Lema de Konig de la teoria de grafos: en un drbol infinito con grado finito alguna rama es infinita
(el arbol de computaciones asociado al programa tiene infinitos estados finales, todos los nimeros
naturales). En efecto, las instrucciones IF y DO manejan finitos comandos guardados, por lo
que todo programa tendra finitos estados finales a menos que alguna de sus computaciones sea
infinita. Este no determinismo se conoce como no determinismo acotado.

Los ejemplos que siguen sirven para destacar distintas caracteristicas del lenguaje de programacion
no deterministico descripto. El siguiente programa calcula el maximo comun divisor de dos
ndimeros naturales mayores que cero mediante el Algoritmo de Euclides:

S i dox>y— x:=x-y
OrX<y— y:=y-Xx
od

Elprograma§__ termina cuando x =y (el maximo comun divisor se obtiene en las dos variables).
La simetria del programa permite entender facilmente la idea del algoritmo. Lo mismo sucede
con este otro programa, que ordena ascendentemente cuatro numeros:

S5 do n, >n,—> aux:=n;n :=n ;0 :=aux
or n,>n, —> aux:=n ;N :=n ;N := aux
orn,>n, —> aux:=n ;n,:=n, ;N :=aux

od
El programa termina cuando n, <n, <n, <n,. Otra ventaja del lenguaje es que facilita la deteccion
de fallas. Por ejemplo, para evitar una division indebida podemos escribir:
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ifyz0—->x:=x/yfi

Siy =0, el programa falla. Otro ejemplo en este sentido se relaciona con el control de rango de
indices, cuando se usan arreglos. Para evitar un indice fuera de rango se puede hacer:

if0<iAni<n—ox:=alilf

de modo tal que se produzca una excepcion si se pretende acceder al arreglo a fuera del rango
[0, n - 1]. Como tltimo ejemplo mostramos cdmo puede derivarse un programa secuencial no
deterministico equivalente a uno concurrente. Dado:

S, = [x:=0]x:=1]x:=2]

Co!

podemos transformarlo de la siguiente manera:

S,..n b1 = true; b2 = true; b3 = true;
dob, —»x:=0;b, :=false
orb,—x:=1;Db,:= false
or b3—> xX:=2; b3 = false

od

Las variables booleanas b, inicialmente verdaderas del programa secuencial S__dejan de valer
una a una en un orden no deterministico, emulando el no determinismo de la secuencia de
ejecucion de los procesos del programa concurrente S, (propio de la semantica de interleaving).
La verificacion del programa concurrente podria hacerse directamente sobre el programa
secuencial, se supone de una manera mas sencilla.

2.2. Lenguaje de especificacion

Especificaremos los programas utilizando la Idgica de predicados de la misma manera que
lo hicimos en el articulo anterior, mediante un par de predicados (p, q), la precondicion y la
postcondicién, que establecen la relacion que debe existir entre los estados inicial y final. La
sintaxis de un predicado p es la misma que la de una expresion booleana, salvo que también
puede incluir los cuantificadores existencial y universal:

p:true|false|e =e, |e <e|e >e|...|p|p,vp,|p,Ap,|...|3xp|Vxp
Por ejemplo, la especificacion:

x=XAX>0Ay=YAY>0,x=mcd(X,Y))

es satisfecha por el programa del maximo comun divisor presentado previamente:

S ,idox>y—>x:=x-yorx<y—>y:=y-xod

En el ejemplo, x e y son variables de programa, y X e Y son variables de especificacion, que
sirven para resguardar el contenido inicial de las variables de entrada. La funcién mcd(X, Y)
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abrevia la expresion que especifica el maximo comun divisor de X e Y. En esta otra especificacion
ejemplificamos el uso del predicado true:

(true,x=0vx=1vx=2)

true representa cualquier estado. Esta especificacion establece que cualesquiera sean los
contenidos de las variables de entrada, el programa requerido debe obtener en x el valor 0, 1 o
2 (la postcondicidn tiene la forma tipica en el caso de los programas no deterministicos, con
varios resultados posibles).

Los predicados denotan conjuntos de estados. Por ejemplo, la precondicién del programa del
maximo comun divisor denota el conjunto de todos los estados con x > 0 e y > 0. Dicho conjunto
define el alcance de aplicacion del programa: a partir de un estado del conjunto, calcula el maximo
comun divisor. El predicado true denota el conjunto de todos los estados, y por oposicion, el
predicado false denota el conjunto vacio de estados. La expresion:

ol=p

significa que el estado o pertenece al conjunto de estados denotado por el predicado p. Otra
manera de expresar lo mismo es que o satisface p, o que p evaluado en o es verdadero. Por
ejemplo, si en un estado o se cumple que x = 0, entonces:

ol=x=0vx=1vx=2)

Cuantos mas estados denote la precondiciéon de un programa (en términos légicos, cuanto mas
débil sea la precondicion), mayor sera el alcance de aplicacion del programa. De acd surge el
concepto de precondiciéon mds débil.

2.3. Propiedades a probar

La verificaciéon de un programa no deterministico S, dada una especificacion (p, q), requiere
probar que a partir de todo estado o que satisface la precondicion p, toda computacion de S:

1. Sitermina (si no falla ni diverge), lo hace en un estado 0" que satisface la postcondicion q.
2. No falla.
3. No diverge.

En otras palabras, a partir de todo estado o que satisface p, toda computacion de S debe terminar
en un estado 6" que satisface q:
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La propiedad (1) se conoce como correctitud parcial. El nombre proviene del concepto de funcién
parcial. Se prueba inductivamente, lo mismo que la propiedad (2), la ausencia de fallas (para
simplificar consideramos que la tnica falla posible es por la ejecucidon de una instrucciéon IF
sin guardias verdaderas). Ambas propiedades pertenecen a la familia de propiedades safety,
relacionadas con eventos que no pueden ocurrir. Por su parte, la propiedad (3), la no divergencia,
no se prueba por induccién, y pertenece a la familia de propiedades liveness, relacionadas con
eventos que deben ocurrir. La tres propiedades en conjunto constituyen la correctitud total,
en definitiva lo que se busca probar. Algunos autores distinguen una categoria intermedia de
correctitud total débil, que no incluye la propiedad de ausencia de fallas. Es habitual probar la
correctitud total mediante pruebas separadas por propiedad, en cada una asumiendo que las
otras propiedades se cumplen.

Las propiedades se representan mediante férmulas de correctitud (también se conocen como
ternas de Hoare), integradas por componentes de los lenguajes de programacion y especificacion:

» La férmula {p} S {q} expresa la correctitud parcial: a partir de la precondicion p, si el
programa S termina lo hace cumpliéndose la postcondicion q.

e Laformula (p) S (true) expresa que a partir de la precondicion p el programa S termina.

» Consistentemente, la correctitud total de un programa S con respecto a una especificacion
(p, q) se expresa con {p) S (q).

Por ejemplo, se cumple:

(x=10)dox>1—>x:=x-20rx>0—>x:=x-10d(x=0)
También se cumple {true} S {true}, porque independientemente de la forma del programa S, si
no termina a partir de un determinado estado inicial no se viola la correctitud parcial. En cambio,
no se cumple (true) S (true), el siguiente programa falla si al comienzo x = 0:

ifx>0—>y=xorx<0—>y:=-xfi

Otro contraejemplo de (true) S (true), ahora por divergencia en caso de que al comienzo
valgax <0, es:

dox>1—>x:=x-20rx#0—>x:=x-10d

Si existe algin estado que satisface la precondicion de un programa a partir del cual alguna
computacion: (a) termina en un estado que no satisface la postcondicion, (b) falla, o (c) diverge,
entonces el programa no es totalmente correcto con respecto a su especificacion. Nada se puede
decir en cambio si el estado inicial del programa no satisface la precondicidn, al estar fuera de
su alcance de aplicacion.

3. Verificacion de la correctitud parcial
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Para probar axiomaticamente los programas no deterministicos presentados, se mantienen
naturalmente las reglas descriptas en el articulo anterior correspondientes a las instrucciones
deterministicas:

1. Axioma del skip (SKIP): {p} skip {p}

El skip consume un paso y termina en el mismo estado en el que empieza. De esta manera, si un
predicado se cumple antes de su ejecucion, sigue valiendo después.

2. Axioma de la asignacién (ASI): {p[xle]} x := e {p}

Si se cumple el predicado p en términos de la variable x después de la asignacion x := e, significa
que antes se cumplia p en términos de la expresion e. p[x|e] denota el reemplazo de toda
ocurrencia libre (no ligada a un cuantificador) de x en p por e.

{p} S, {r}, {r} S, {q}
3. Regla de la secuencia (SEC):

{p} S, 58S, {q}

Si se cumple{p} S, {r} y {r} S, {q}, entonces se cumple {p} S, ; S, {q}. El predicado r actia como
nexo y luego se descarta. La regla se puede generalizar a cualquier nimero de premisas.

La novedad en el método de verificacion estd en las reglas asociadas a las instrucciones de

seleccion condicional y repeticion no deterministicas, que de todos modos conservan las mismas
ideas del caso deterministico:

{pAB}S{q},i=1,...,n

4. Regla del condicional (NCOND):
{p}if B, > S or...orB —S_fi{q}

Si para toda direccion i, cuando S, termina a partir de p A B, se cumple q, entonces cuando la

selecciéon condicional if B, = S, or...or B, — S _fi termina a partir de p se cumple q. La regla
n n

establece una manera de probar una seleccién condicional con un unico punto de entrada y un

unico punto de salida, correspondientes a la precondicion p y la postcondicion g, respectivamente.

{pAB}S {p},i=1,...,n
5. Regla de la repeticion (NREP):

{p} doB, > S or...orB, - S od {p A "B}

Si para toda direccion i, cuando S, termina a partir de p A B, se cumple p (es decir, preserva p),
entonces cuando la repeticion do B, — S, or...or B, — S _od termina a partir de p se cumple
p A\, —B.. La regla se basa en un predicado invariante p, que debe cumplirse al comienzo de la
repeticion y luego de toda iteracion de su cuerpo, compuesto por uno o mas comandos guardados.
Mientras alguna guardia B, sea verdadera, S, debe preservar el predicado p, y por eso si termina la
repeticion se va a cumplir p A, =B,. La regla NREP no asegura la no divergencia de la repeticion,
y su forma muestra a las claras que la correctitud parcial se prueba inductivamente.
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El método también mantiene las reglas semanticas que definimos en el articulo anterior,
justamente porque son independientes del lenguaje de programacion, se relacionan con el
dominio de aplicacién de los programas, en este caso los niimeros enteros:

p—p,iptSigt.q,—q
6. Regla de consecuencia (CONS):

{p}Si{q}

La regla CONS permite, en términos légicos, reforzar precondiciones y debilitar postcondiciones.
Por ejemplo, a partir de r - py de {p} S {q} permite derivar {r} S {q}. Por la forma de CONS,
algunos pasos de una prueba son directamente enunciados verdaderos del dominio semantico.

f(X)
7. Regla de instanciacion (INST): ————
f(c)

La regla INST permite instanciar formulas de correctitud. f es una férmula de correctitud, X es
una variable de especificacion, representa cualquier valor del dominio, y ¢ es algin elemento
del dominio de X. Por ejemplo, INST permite instanciar con X = 5 la férmula {x = X} y:=x {y
= X}, obteniendo {x = 5} y := x {y = 5}. Al igual que la regla CONS, la regla INST es una regla
universal cuya utilizacién en las pruebas se asume implicitamente.

El método es sensato, solo obtiene formulas de correctitud verdaderas. También tiene la propiedad
inversa, es completo, sus axiomas y reglas alcanzan para demostrar todas las formulas verdaderas,
si bien se lo suele ampliar con reglas adicionales para acortar las pruebas, como se acostumbra
en la logica.

Completamos la seccién con un ejemplo de aplicacion del método:
Ejemplo 1. Correctitud parcial de un programa que obtiene un divisor de un niimero

El programa siguiente obtiene en y algtin divisor de x > 1 (la expresion z | x que se utiliza en el
programa significa que z divide a x):
Sdiv::Z:: 1;y:=1;
doz<x—>z:=z+1;
ifz|x—>iftrue>y:=z
or true — skip
fi
or — z | x — skip
fi

od

Vamos a probar {x>1} S, {y|x}. Como invariante de la instruccién DO usaremos el predicado
y | x (en la vision metodoldgica de obtencion de programas correctos por construccion que
destacamos en la introduccidn, en contraposicion a las pruebas a posteriori de las que nos
valdremos sélo por fines didactivos, el invariante esta primero, luego se escribe el DO para
plasmarlo en términos del lenguaje de programacion utilizado). Claramente, y | x refleja la esencia
del algoritmo planteado: la variable y ira recibiendo no deterministicamente a partir de su valor
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inicial 1, a lo largo de la repeticion, cero o mas divisores de x, quedandose con alguno de ellos.
El plan de prueba es el siguiente:

a) {x=21}z:=1;y:=1 {y|x}.Apartir del fragmento inicial se llega al invariante.
b) {y|x} DO {y|x}. Siel DO termina, se alcanza la postcondicion.

¢) {x=1} S, {y|x}, por laaplicacion de la regla SEC sobre (a) y (b).
Prueba de (a).
L{l|xty:=1{y|x} (ASI)
2.{1|xtz:==1{1]|x} (ASI)
3.1|x}z:==1;y:=1{y| x} (1,2, SEC)
4 x21->1|x (MAT)
5x>1}z:=1;y:=1{y|x} (3, 4, CONS)

Como en lalogica, enumeramos los pasos e indicamos en cada uno qué axioma o regla se aplica
y sobre qué pasos anteriores. En el paso 4 introdujimos directamente un predicado verdadero
del dominio de los nimeros enteros (en las siguientes aplicaciones de CONS daremos por
sobrentendido el enunciado utilizado).

Prueba de (b).

6.{y|xrnz<xtzi=z+1{y|x} (ASI, CONS)
74y |x Az |xAtrue}y =z {y|x} (ASI, CONS)
8.{y | x Az | x A true} skip {y | x} (SKIP, CONS)
9.{y| x Az | x} if true > y := z or true — skip fi {y | x} (7,8, NCOND)
10. {y | x A=z | x} skip {y | x} (SKIP, CONS)

11.{y | x}ifz | x > if true > y:=z or true > skip fior —z | x —> skip fi {y | x} (9, 10, NCOND)
12.{y|xrz<x}
z:=z+1;ifz|x— iftrue > y:=zor true — skip fior =z | x — skip fi

ty = (6,11, SEC)
13. {y [ x}

doz<x—>z:i=z+1;ifz|x— iftrue - y:=z or true — skip fi or = z | x — skip fi od

fy [x} (12,NREP, CONS)

Los pasos 7 a 9 corresponden a la prueba del IF mas interno, y los pasos 9 a 11 a la del
otro IE El paso 12 permite probar el DO, establece que su cuerpo preserva el invariante
y | x cuando se cumple la guardia z < x.

Prueba de (¢).
14. {x>1} S, {y|x} (5,13, SEC)

El paso 14 concluye la verificacién del programa considerando las férmulas finales
obtenidas en las pruebas de (a) y (b). La prueba no establece nada acerca de una posible
falla o divergencia de S . Una presentacion alternativa, ya insinuada en los ultimos pasos
de la prueba, es la proof outline (esquema de prueba), que consiste en intercalar algunos
o todos los pasos de la demostracion entre las instrucciones. Se obtiene una presentacion
mas estructurada, muy util para documentar programas. Por ejemplo, una proof outline
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de correctitud parcial del programa S podria ser:

{x=>1}
z:=1;y:=1;
{ylx
doz<x—{y|x}
z:=z+1;{y|x}
ifz|x—>{y|xaz|x}
if true — y := z or true — skip fi {y | x}
or—z|x—>{y|xa—-z]|x}

skip {y | x}

{y[x}
od

{ylx}

La proof outline muestra qué predicados se cumplen en qué lugares del programa (en los que se
comportan como invariantes, porque siempre se cumplen en esos lugares, independientemente del
estado inicial). Es comun insertar so6lo los predicados relevantes, minimamente la precondicion,
los invariantes de las repeticiones y la postcondicion.

4. Verificacion de la correctitud total

La instruccion IF es la tnica que puede provocar una falla en un programa, y la instruccién
DO es la tinica fuente posible de divergencia. Las reglas NCOND y NREP para la prueba de
correctitud parcial no contemplan estos casos, por lo que el método de verificacidn tiene un par
de reglas mas, que son en realidad extensiones de las reglas mencionadas, con mas premisas,
para cubrir la correctitud total.

Siguiendo con la convencion de nomenclatura del articulo anterior, las nuevas reglas se identifican
con NCOND* y NREP*, respectivamente, y los delimitadores ( ) reemplazan a { }. Las reglas son:

p—>V.B.(pAB)S(q,i=1...,n
8. Regla del condicional sin falla (NCOND*):

(p)if B, —> S or...or B, — S fi{q)

Se le agrega a la regla NCOND una premisa para asegurar que la selecciéon condicional no
deterministica no falle: si vale la precondicion p, debe existir alguna guardia B, que sea verdadera.

D(pAB)S(p),i=1,..,n
2)(pAB At=7)S(t<Z),i=1,.,n
3)p—ot=0

9. Regla de la no divergencia (NREP*):

(p)doB, — S or...orB. =S od(p A —B)
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Se mantiene la idea de un invariante p, y se agrega un variante t, que es una funcién entera
definida en términos de las variables de programa. La primera premisa es la misma que la de
la regla NREP. Las otras dos premisas son las que aseguran la no divergencia de la repeticion:

« Por la segunda premisa, la funcién t se decrementa en cada iteracién, cualquiera sea la
direcciéon tomada. Z es una variable de especificacién que no ocurre en p ni t, y su objetivo
es resguardar el valor de t previo a la ejecucion de S,.

» Por la tercera premisa, t arranca positiva y se mantiene asi luego de cada iteracion.

De esta manera, la instruccion DO necesariamente debe finalizar, porque los valores de t se
reducen de iteracion en iteraciéon y nunca son negativos. La postcondicion naturalmente es p
A, —B, (o simplemente true cuando solo interesa el hecho de la no divergencia). El invariante p
se relaciona con el variante t de la siguiente manera: (a) Si vale p A B, y se toma la direccién i, S,
decrementa t. (b) p asegura que la funcion t nunca se hace negativa. El valor inicial de t representa
la cantidad méxima de iteraciones, y su decrecimiento se corresponde con el acercamiento al
evento de finalizacion del DO. Queda claro que la prueba de no divergencia no es inductiva: no
existe una nocion de propiedad que se preserva a lo largo de una computacion, sino de un evento
que se producira a futuro. La prueba se fundamenta en la inexistencia de cadenas descendentes
infinitas en el dominio N de los nimeros naturales con respecto a la relaciéon < . El par (N, <) es
un ejemplo de orden parcial bien fundado: conjunto con una relacion antirreflexiva, antisimétrica
y transitiva, sin cadenas que decrecen infinitamente.

Hemos notado que la regla NREP* permite derivar directamente la férmula de correctitud (p)
doB, — S or...or B, =S od (p A, —=B,), pero la aplicacion de la regla implica siempre dos
pruebas, una inductiva para la primera premisa y otra basada en un orden bien fundado para
las dos restantes. Por eso la recomendacion es probar separadamente {p} do B, — S, or...or B,
—> S od{p A -B}y(p)doB, — S or..or B —S od (true), utilizando invariantes distintos
(el invariante para la prueba de no divergencia es en general mas simple, no todas las variables
del invariante de la prueba de correctitud parcial deberian influir sobre la finalizacion del DO).
Por su parte, la regla NCOND* si podria sustituir directamente a la regla NCOND, para unir la
prueba de correctitud parcial con la de ausencia de fallas, como lo plantean algunos autores. Las
pruebas siguientes ejemplifican la aplicacion de las reglas descriptas en esta seccion:

Ejemplo 2. Ausencia de fallas en el programa que obtiene un divisor de un nitmero
Antes probamos la férmula de correctitud parcial {x > 1} S, {y | x}, siendo S :
Sdiv::Z:= 1;y:=1;
doz<x—>zi=z+1;
ifz | x > iftrue > y:=z or true > skip fior ~z | x — skip fi

od

En particular obtuvimos:
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* {y|xAaz|x}iftrue >y :=zor true — skip fi {y|x}
+ {y|x}ifz|x—>iftrue >y :=zortrue > skipfior—z|x — skip fi {y | x}

para el IF mas interno y para el otro IF, respectivamente. En los dos casos, la precondicién implica
la disyuncion de sus guardias (true), por lo que aplicando la regla NCOND* en lugar de NCOND
logramos probar también que el programa no falla.

Ejemplo 3. Terminacion del programa que calcula el mdximo comiin divisor

Volviendo al programa que implementa el Algoritmo de Euclides, se puede probar sin dificultad
su correctitud parcial a partir de un estado inicial conx >0 ey > 0, es decir:

x=XAX>0Ay=YAY>0}
S ,idox>y—>x:=x-yorx<y—>y:=y-xod
{x=mcd(X,Y)}

Por ejemplo, se puede utilizar el invariante p = (mcd(x, y) = mcd(X, Y) Ax >0 Ay > 0). El
programa no puede fallar porque no tiene instrucciones IF. Para probar la no divergencia del
programa debemos recurrir a la regla NREP*. Hay que definir un invariante p y un variante t. El
invariante en este caso puede ser p = (x > 0 A y > 0). Como variante definimos t = x + y (notar
que la funcion t arranca positiva y se decrementa en cada iteracion en y, si se cuample x >y, o en
X, si se cumple x <y, por lo que siempre se mantiene positiva y asi la repeticién debe finalizar
indefectiblemente, lo que se concreta cuando x = y). El plan de prueba es el siguiente:

) X=XAX>0Ay=YAY>0)—>x>0Ay>0)
La precondicion del programa implica el invariante del DO.

b) (x>0Ay>0Ax>y)x:=x-y(X>0Ay>0)
X>0Ay>0Ax<y)y=y—-x(x>0Ay>0)
Primera premisa de NREP*.

) X>0Ay>0AXx>yAXx+y=Z)x:=x—-y(X+y<Z)
(X>0AYy>0AX<YAX+Yy=Z)y:=y-X(X+y<Z)
Segunda premisa de NREP*.

d) x>0Ay>0)>x+y=0)
Tercera premisa de NREP*.

También estas pruebas se pueden resolver sin mayores problemas, y asi obtenemos:
(x=XAX>0Ay=YAY>0)dox>y>x:=x-yorx<y—y:=y-xod (true)
Una proof outline de terminacion del programa podria ser la siguiente (se usan los delimitadores

() y se deben especificar como minimo, ademas de la pre y la postcondicidn, el invariante y el
variante de la instrucciéon DO del programa):
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x=XAX>0Ay=YAY>0)
(x>0Ay>0)
(inv:x>0Ay>0,var:x +y)

do

X>Yy > X:=X-yOrX<y—>y:=y-X
(x>0Ay>0)

od

(x>0Ay>0Ax=Yy)

(true)

Ejemplo 4. No divergencia del programa que obtiene un niimero natural entre 0 y N

Agregamos un ejemplo mas de prueba de no divergencia para destacar la forma del variante
utilizado, porque es tipica de los programas no deterministicos. Vamos a probar la no divergencia
del programa presentado previamente que devuelve un nimero natural entre 0 y N, pero escrito
de otra manera. Demostraremos:

(bArx=0ANZ20)
dobAx<N-—>x:=x+1
or b — b := false

od

(true)

Los valores de x crecen en una unidad desde 0, y el programa finaliza con x = N si toma N veces
la primera direccién, o con x < N si elige en alguna iteracion anterior a la N-ésima la segunda
direccion. Definimos N > 0 como invariante, y como variante:

t=ifbAx<NthenN-x+1lelseifbAx=Nthenlelse0fifi

El maximo valor de tes N + 1, que representa la cantidad maxima de iteraciones posibles. Mientras
se ejecute la primera direccion del DO, t se decrementa en 1. Cuando se pasa a la segunda
direccidn, indefectiblemente porque x = N o directamente por una seleccion no deterministica,
se ejecuta la asignacion booleana para finalizar el DO, y t, que a lo sumo decrecid hasta 1, se hace
0. Expresandolo de otra manera, t va decreciendo en escalones asociados a los numeros N + 1,
N,N-1,N-2,...,llegando a 0 de esta manera uniforme o saltando de golpe desde un escalén
intermedio. La prueba de no divergencia es la siguiente:

a) bAx=0AN20)—>N2=0
La precondicién del programa debe implicar el invariante del DO. Se cumple
trivialmente.

b) (N>20 AbAx<N)x:=x+1(N=0)

(N>0 Ab)b:=false (N>0)
Primera premisa de la regla NREP*. Ambas férmulas se cumplen empleando
ASI 'y CONS.
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c) (N>20 ADbAX<SNAt=Z)x =x+1{t<Z)
(N>0 AbAat=2Z)b:=false (t<Z)
Segunda premisa de la regla NREP*. La primera férmula se cumple porque a
partirde t =N - x + 1 (caso b A x <N), luego de la instruccion x := x + 1 el
valor de t se decrementa en 1. La segunda férmula se cumple porque a partir
de t>1 (caso b A x < N), luego de la instruccion b := false el valor de t es 0.

d) N>0->t>0
Tercera premisa de la regla NREP*. Si se cumple b Ax <N, t=N-x+ 1. Sise
cumpleb Ax =N, t=1.Y si se cumple —b, t = 0. En los 3 casos vale t > 0.

5. Desarrollo sistematico de programas

En esta seccion ejemplificamos el desarrollo sistematico de un programa guiado por el método
de verificacion descripto, idea fuerza que venimos sosteniendo en nuestros articulos:

. . _/'

Como lo indica la figura, la idea es construir y probar simultdneamente un programa, teniendo
en cuenta los principios plasmados en los axiomas y reglas del método de verificacion. Para
simplificar, nos centraremos en una estructura muy sencilla de programa, con un fragmento
inicial y una instrucciéon DO. Dados un invariante p y un variante t, supongamos que se quiere
construir un programa:

P:T;do B, —S, or...oan—>Snod

tal que se cumpla la férmula de correctitud total:

(r) P(q)
Segin el método de verificacidn que planteamos, tienen que satisfacerse los siguientes
requerimientos:
1. A partir de la precondicion r, T establece el invariante p: (r) T (p).
2. El predicado p es efectivamente un invariante del DO: {(p AB) S, (p),i=1, ...,n.
3. Elvariante t decrece con cada iteracion: (p AB. At=27) S (t<Z),i=1,...,n.
4. Mientras se cumpla el invariante p, el variante t no es negativo: p - t> 0.
5. Al terminar el DO, se cumple la postcondicion q. Es decir, (p A, 7B,) — q.
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La siguiente proof outline de correctitud total resume los requerimientos:
(r) T;(inv:p,var:tydoB, — S or...or B.—S_od (p A, =B) (q)

Siguiendo esta guia, construiremos un programa que, dados tres arreglos de nimeros enteros a, b
y ¢, ordenados crecientemente, sin repeticiones y con uno o mas elementos en comun, devuelve
las posiciones del menor de ellos. Especificamos la postcondicion q de la siguiente manera (no
vamos a expresar formalmente la precondicion r):

q=({=imAj=jmAk=km)

siendo i, j y k variables de programa que referencian genéricamente las posiciones dea,byc,y
siendo im > 0, jm > 0 y km > 0 variables de especificacion que referencian las posiciones del menor
elemento comun en los tres arreglos, respectivamente. Considerando un algoritmo de busqueda
que comience desde el inicio de los arreglos, resulta natural plantear el siguiente invariante, que
acota los valores de i, j y k:

p=0CA0<i<imAO0<j<jmA0<k<km)
y el siguiente variante:
t=(im-1i) + (jm -j) + (km - k)

que ird decreciendo a medida que se incrementen las variables i, j y k con las asignaciones
respectivasi:=i+ 1,j:=j+ 1yk:=k+ 1 para recorrer los arreglos. Para que valga el invariante
inicialmente (requerimiento 1), hacemos:

T:i=0;j:=0;k:=0

Es decir, inicialmente i, j y k apuntan a a[0], b[0] y c[0], respectivamente. Por ASI, SEC y CONS,
se cumple efectivamente:

(r)i:=0;j:=0;k:=0(rA0<i<imA0<j<jm A 0<k<km)
Notar que podemos plantear la siguiente proof outline parcial hasta este momento:

(r)

i:=0;j:=0;k:=0

(inv: p , var: t)

doB, —>(pAB)i=i+1
orB,=>(pAB)j:=j+1
orB,>(pAB)k:=k+1
od

(p A —B,A =B, A-B,)

(@
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quedando sélo por encontrar B , B, y B,. Lo 16gico seria utilizar i # im, j # jm y k # km, pero las
variables de especificacion no pueden aparecer en el programa. Veamos como llegamos a otras
guardias booleanas que representen la misma idea. Se cumple:

o i#im esequivalente ai<im, que establece que a[i] no es el menor niimero comun.
o a[i] <bl[j] implica a[i] < b[jm] = a[im], que a su vez implica i < im.

De esta manera, se puede elegir como B, la expresion a[i] < b[j]. De manera similar se llega a bj]
< c[k] para B, y c[k] < a[i] para B,. Y asi llegamos a la siguiente proof outline final:

(r)

i=0;j:=0;k:=0

(inv: p, var: t)

doa[i] <b[j] > (pAa[i] <b[jl)(pAri<im) i:=i+1
orb[j] <c[k] > (pab[jl <c[k]){(pAj<jm) j:=j+1
orclk] <a[i] > (pAaclk] <ali]) (pAak<km)k:=k+1
od

(p A =(afi] <b[j]) A =(b[j] < c[k]) A =(c[k] < al[i]))

(q)

Se comprueba facilmente el cumplimiento de los requerimientos 2, 3 y 4. El requerimiento 5
se cumple por lo siguiente: a la salida del DO vale a[i] = b[j] = c[k], que en conjuncién con el
invariante implica la postcondicion. Para la construcciéon del programa hemos tenido que partir
naturalmente de un solo invariante que sustente la correctitud parcial y la no divergencia.

6. Asignaciones aleatorias

El no determinismo del lenguaje de programacion con el que venimos trabajando proviene de
sus estructuras de control. Una instrucciéon no deterministica adicional que consideraremos
en lo que sigue se centra en los datos, es la asignacion aleatoria. La forma de la instruccion es:

que asigna algun nimero natural a la variable entera x. Notar que a diferencia de lo observado con
la seleccion condicional y la repeticion no deterministicas, la asignacion aleatoria introduce un
no determinismo no acotado: un programa aun sin computaciones infinitas puede tener infinitos
estados finales:

Es decir, como lo muestra la figura, el arbol de computaciones asociado a x := ? tiene infinitas
hojas, si bien todas sus ramas son finitas. No se asume ninguna hipoétesis de probabilidad, y asi
por ejemplo, el siguiente programa puede divergir:
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dox#n—>x:=?%0d

En la literatura también aparece una variante de la forma x := < y, con la que se asigna a x un
naimero del intervalo natural [0, y]. En este caso el no determinismo es acotado, se lo conoce como
finito para diferenciarlo del que ya vimos, porque no depende de la sintaxis del programa. No
consideraremos esta variante, ya sabemos como simularla sin recurrir a asignaciones aleatorias,
por ejemplo de la siguiente manera:

b:=true;x:=0;
dobAax<y—ox:=x+1
orbAax<y—b:=false
od

Para la prueba de correctitud parcial de programas con asignaciones aleatorias agregamos al
método de verificacién un axioma que captura la semdntica de la nueva instruccion:

10. Axioma de la asignacion aleatoria (NASI): {Vx 2 0: p} x:= ? {p}

Es decir, si se cumple el predicado p en términos de x después de la asignacion, significa que
antes de la asignacién p se cumplia en términos de cualquier valor entero x > 0. Para la prueba
de no divergencia se mantiene la idea establecida por la regla NREP*, pero debemos modificarla
en algun aspecto. Sucede que no alcanza con el dominio de los nimeros naturales para definir en
todos los casos los variantes de las repeticiones. Por ejemplo, observemos el siguiente programa:

g idobAXx>0—>x:=x-1

orbAx<0—ox:=x+1
or—b > x:=7?;b:=true
od

El programa S termina cualquiera sea su estado inicial. Si al comienzo b es verdadero, S_
termina al cabo de |x| iteraciones. Si es falso también termina, pero no se puede predecir el
numero de iteraciones porque no depende del estado inicial, se conoce recién después de la

ejecucion de la asignacion aleatoria. Asi, el valor inicial del variante t debe cumplir:
t>x, para todox >0

lo que resulta imposible para una expresion t de tipo entero. Hay que recurrir a otro orden parcial
bien fundado para el variante. Se utiliza W = N U {w}, siendo w el primer ordinal infinito, que
cumple que es mayor que todos los numeros naturales. Llamaremos NREP** a la nueva regla,
cuya forma entonces es:

D{AB)S{p),i=1,...,n
2)(pAB At=a)S (t<a),i=1,...,n
11. Regla de la no divergencia 3) potewW
con ordinales infinitos (NREP*):

(pydoB, — S or...orB, =S od(p A —B)
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La funcidn t varia en el orden parcial bien fundado (W = N U {w}, <), siendo < la relacién habitual,
y la variable a toma valores de W y no ocurre en p ni t.

Como ejemplo de aplicacion de la regla NREP** vamos a probar la no divergencia del programa
S_ .- Definimos como invariante el predicado true, y como variante:

t =if b then |x| else w fi

La premisa (1) de NREP** se cumple trivialmente, lo mismo que la premisa (3). Con respecto
a la premisa (2), hay que probar:

a) (trueAbAax>0Aat=a)x:=x—-1({t<a)
b) (titeAbAax<0Aat=a)x:=x+1({t<a)
c) (trueA—bAat=a)x:=7?;b:=true(t<a)

Las pruebas de (a) y (b) se resuelven facilmente aplicando ASI y CONS. La prueba de (c) es
como sigue:

1. (x| <a)b:=true (t<a) (ASI, CONS)
2. {Vx>0: x| <a} x:=?{x|<a} (NASI)
3. {o=0}x:=7?;b:=true(t<a) (1, 2, SEC, CONYS)
4. (-bAat=0a)x:=7?7;b:=true (t<a) (3, CONS)

Si bien las reglas NREP* y NREP** se basan especificamente en (N, <) y (N U {w}, <) para la
definicion del variante, en la prueba de no divergencia (en realidad de cualquier propiedad de
tipo liveness) se podria recurrir a cualquier orden parcial bien fundado apropiado.

7. Fairness

Completamos este articulo con una seccion introductoria sobre el fairness, hipotesis del entorno
de ejecucion de los programas no deterministicos con distintas variantes presentes en muchos
lenguajes de programacion. El fairness establece que teniendo que elegir repetidamente entre
distintas alternativas, todas seran escogidas en algin momento, ninguna quedara postergada de
manera perpetua. Asi, reduce el grado de no determinismo de un programa. Su efecto puede
representarse como una poda en el arbol de computaciones de un programa, la poda de las ramas
unfair segun la semantica asumida:

En el contexto particular de la concurrencia, el fairness establece que todos los procesos deben
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progresar (con velocidad desconocida pero en definitiva positiva), todos deben ejecutar alguna
vez su proxima instruccién atémica. Como ya vimos, los programas concurrentes pueden
transformarse en programas secuenciales no deterministicos, y asi estudiar el fairness sobre
estos ultimos, menos complejos, constituye una apropiada incursion inicial en el tema. En
la bibliografia existente figuran distintos tipos de fairness. Nos concentraremos en dos, y los
definiremos directamente a partir de ejemplos. Comenzamos con el programa ya visto que
genera cualquier nimero natural:

S,k x:=0;b:=true;
dob— x:=x+1
orb— b:=false
od

Hemos indicado que el programa puede divergir, una posible computacién de S_ es la que
siempre elige la primera direccién del DO. Si bien la segunda direccién esta siempre habilitada,
sin fairness puede suceder que nunca sea elegida. Si la semantica del lenguaje de programacion
asegurara que una direccion de una repeticion, habilitada permanentemente a lo largo de una
computacion infinita, no puede ser postergada indefinidamente, entonces S nunca divergiria,
porque alguna vez inexorablemente elegira la segunda direccion. Este tipo de fairness se denomina
fairness débil (el por qué del nombre se explicara enseguida). Notar en cambio que en este segundo
programa, aun con fairness débil hay posibilidad de divergencia:

SP,dr x x:=0;b:=true;
dob—x==x+1
or b A par(x) — b := false
od

par(x) es verdadero si x es par. El programa genera cualquier nimero natural par, pero puede
divergir si siempre elige la primera direccion del DO, lo que no viola el fairness débil porque
la segunda direccidon no esta permanentemente habilitada, sino de manera intermitente. Si la
semantica del lenguaje de programacion asegurara que una direccion de una repeticion, habilitada
infinitas veces a lo largo de una computacion infinita, no puede ser postergada indefinidamente,
entonces S nunca divergiria, alguna vez optaré por la segunda direccién. En este caso el
fairness es fuerte. Si hay fairness fuerte entonces naturalmente hay fairness débil, esto explica la
nomenclatura (algunos autores denominan fairness al fairness fuerte y justice al fairness débil).
Completamos los ejemplos con este tercer programa, que puede divergir ain con fairness fuerte:

Ssyb::xzzl;

dox>0—>x:=x+1
orx>0—>x:=x-1
od

Por ejemplo, la computacion de S_; que elige de manera alternada la primera y la segunda
direccion del DO no viola la hipétesis de fairness fuerte. Enfocindonos en los programas S_ y
Spor observamos asumiendo fairness que el no determinismo que se manifiesta es no acotado.
En efecto, ambos programas no divergen y a pesar de ello tienen un conjunto infinito de estados
finales. Que el no determinismo no acotado se manifieste también con las asignaciones aleatorias

Revista Abierta de Informética Aplicada/vol 6 N°2 (2022): 46-71
ISSN 2591-5320

67



68

RICARDO ROSENFELD
Verificacion de Programas no Deterministicos

no es casual, existe una relacion entre ellas y el fairness que analizaremos mas adelante. Con
hipdtesis de fairness, la verificacion se restringira a las computaciones finitas y las computaciones
infinitas fair, las que no contradigan la semantica asumida. Las reglas que hemos presentado
para la correctitud parcial y la ausencia de fallas se mantienen, porque con el fairness solo se
descartan computaciones infinitas. Mds en general, el fairness afecta solamente las propiedades
de tipo liveness. Para la prueba de no divergencia con fairness débil y con fairness fuerte se usan
comunmente dos approaches, cuyas caracteristicas principales pasamos a describir.

Para la prueba con fairness débil consideraremos una adaptacion de la regla con la que trabajamos
en las secciones precedentes. Ahora no se requerira que el variante se decremente cualquiera sea
la direccidn elegida, sino que alcanzara con que lo haga sélo en determinadas direcciones iitiles
(por eso el método se conoce como método de las direcciones titiles). Concretamente, para probar
la no divergencia de una instrucciéon DO se utiliza un invariante p, un variante t, y ademas:

*  Debe cumplirse (p A B) S (p), parai=1, ..., n.

+ Seelige un orden parcial bien fundado (W, <), con minimal w, (no existen elementos menores
que él), en el que estara definido el variante.

+ Por cada valor w del variante, distinto del minimal w,, se define un conjunto no vacio de
direcciones ttiles D , llamadas asi porque acortan la distancia a la finalizacion del DO, es
decir, al escogerlas se decrementa el valor del variante:

(pAB At=w)S (t<w),parai€D

El conjunto restante de direcciones asociado a w, identificado con D’ , puede ser vacio.
Ninguna de estas direcciones alarga la distancia a la finalizaciéon del DO, al elegirlas el valor
del variante se mantiene o se decrementa:

(pAB At=w)S (t<w),parai €D’
* Debe cumplirse p — t € W, y ademas que t = w, implique A, —B..

Intuitivamente, p asegura que t varia en (W, <). Mientras t = w > w,, siempre hay una direccién
que lo decrementa y no puede ser postergada indefinidamente por haber fairness débil, y el
resto de las direcciones no lo incrementan. Por lo tanto, en algin momento t = w, (el programa
termina). Por ejemplo, sea el siguiente programa, que a partir deb, Ab, Ax=0 Ay = 0devuelve
algiin par de nimeros naturales x e y:

S, :dob Ab, >x:=x+1
orb, Ab,—b, :=false
or—b Ab,—>yi=y+1
or —b, Ab, = b, := false
od

Asumiendo fairness débil, se puede probar del siguiente modo que S_ no diverge:
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* Definimos el orden (W = {0, 1, 2}, <) con la relacion < habitual.
* Usamos el invariante p = (b, = b,).
* Usamos el variante t =if b, A b, then 2 else if —b, A b, then 1 else 0 fi fi.

* Definimos los conjuntos de direcciones D, = {2} y D", = {1, 3,4} parat =2,y los
conjuntos de direcciones D, = {4} y D" = {1,2, 3} parat= 1.

El valor inicial de t es 2, una abstraccion que representa la distancia méxima a la finalizacién
del DO. Al comienzo valen permanentemente las primeras dos guardias. Por el fairness débil,
en algun momento se elegira la segunda direccidn, t pasara a valer 1 y las tultimas dos guardias
seran ahora las verdaderas permanentemente. Finalmente, otra vez por el fairness débil, en algiin
momento se elegird la cuarta direccion, t alcanzara el minimal 0 y el programa habra culminado.
En sintesis, el variante habra descendido dos escalones, primero del valor 2 al valor 1, y luego del
valor 1 al valor 0. Se puede comprobar facilmente que se cumplen los requerimientos establecidos
por el método.

El método de las direcciones ttiles también se puede aplicar cuando se asume fairness fuerte. De
todos modos, para este caso vamos a describir los aspectos salientes de otro approach, que incluye
un scheduler (planificador) fair en el programa considerado, para eliminar sus computaciones
unfair (en otras palabras, implementa el fairness). El approach se conoce como método del
scheduler explicito, y consiste en:

« Primero se agregan al programa asignaciones aleatorias, con el objeto de anular las
computaciones unfair.

« Luego se prueba que el programa transformado no diverge ya sin asuncion de fairness,
recurriendo a las reglas de verificacion con asignaciones aleatorias.

En lugar de considerar un programa en particular, vamos a ejemplificar la aplicacion de este
approach sobre un esquema de programa muy simple, con dos direcciones, que se puede
generalizar a varias (etiquetamos las direcciones para facilitar la descripcion):

S, :dol:B —§ or2:B,—§, od

Primero entonces, introducimos asignaciones aleatorias para implementar una politica de fairness
fuerte. El programa queda de la siguiente manera:
S iy el Ry a— 2.
Ssch..z1 =%2,= ¢
do1:B Az <z,—S§ ;z:=2;
if B,—>z,:=2z,-1o0r—B, —skip fi
. A
orZ.Bz/\zZ<zl—>Sz,ZZ.— 2
ifB,—>z =z -1or—B, —>skipfi
od

La transformacion del programa permite efectivamente suprimir las computaciones unfair:
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+ Seintroducen dos variables, z y z,, que representan las prioridades asignadas a las direcciones
1y 2, respectivamente. El decremento de una variable implica el aumento de la prioridad
de la direccién asociada.

o Al elegirse una direccidn, la prioridad de la otra aumenta, siempre que esté habilitada, al
tiempo que la prioridad de la primera se reinicializa. El decremento gradual de z, asegura
que la direccion i no serd postergada indefinidamente.

La prueba se completa sin asuncion de fairness, empleando el axioma de la asignacion aleatoria
(NASI) y la regla de la no divergencia con ordinales infinitos (NREP**).

8. Observaciones finales

La cuestion de si la programacion no deterministica es la natural, como predicara E. Dijkstra,
es tan polémica como la planteada en un marco mas amplio entre la programacién imperativa
y la programacién funcional. Al margen de esta discusion, queda claro que el no determinismo
es un concepto muy importante en el ambito no sélo de la construccién sino también de la
especificacion de programas: ademas de la necesidad insoslayable del paradigma por la existencia
de sistemas intrinsecamente no deterministicos, el no determinismo facilita el manejo adecuado
del nivel de abstraccion en cada etapa del desarrollo de software, lo que acompariado de técnicas
rigurosas de refinamientos sucesivos contribuye sobremanera a la derivacion de artefactos
correctos y eficientes.

En el plano particular de la verificacion de programas, comprobamos que el método axiomatico
para los programas no deterministicos mantiene los mismos conceptos basicos del que
presentamos para el paradigma deterministico. Las reglas de verificacion son adaptaciones de las
que estudiamos antes, siguen siendo sensatas y completas, y constituyen una guia metodolégica
para el desarrollo de los programas en simultaneo con sus pruebas de correctitud, aspecto en
que hemos puesto especial interés.

El estudio de la verificacién de los programas no deterministicos resulta muy ttil como incursién
inicial en la problematica de la correctitud de los programas concurrentes, que trataremos
en un siguiente articulo, permitiendo su analisis por medio de artefactos de software menos
complejos. En este marco se destaca el fairness, presente en muchos lenguajes de programacion,
con la novedad semadntica del no determinismo no acotado, y asi de la insuficiencia de los
nimeros naturales como dominio universal para los variantes bien fundados en las pruebas de
no divergencia de los programas.
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