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Resumen

La Matematica es una de las formas més abstractas de la creacion intelectual. Su
aprendizaje requiere tiempo, dedicacion y esfuerzo. Y para los que hacemos de ella una
profesion, exige ademés mucha pasion. Pero ;cémo y por qué surgié la Matemaética?
¢Cuél fue el factor histérico que motivo a crear y desarrollar esta ciencia? ¢Como se
ensefiaba inicialmente la Matematica? ¢Qué metodologia empleaban? ;/Se asemejaba a
la metodologia actual?

En este Trabajo Final trataremos de responder a estos interrogantes, y para ello
analizaremos la publicacion presentada por James Ritter, citada en la Referencia [1].

En dicha publicacion se estudian los primeros testimonios directos que se disponen de
una actividad matematica: los de Mesopotamia y los del Antiguo Egipto. Veremos
coémo surgio alli esta ciencia, qué sistema de numeracién empleaban y examinaremos
textos que muestran de qué manera estos pueblos resolvian ciertos problemas
matematicos.

Para facilitar la comprensidn de este tema, en los dos primeros capitulos describimos, a
manera introductoria, cdmo nacieron los primeros numeros y quiénes eran los
encargados de ejecutar las cuentas y de ensefiar las nociones matematicas adquiridas.
Por otro lado, en este trabajo que presentamos nos hemos propuesto también un desafio:
el de explicar, mediante un lenguaje sencillo y accesible para todos, cémo eran los
primeros conocimientos y practicas matematicas.

Palabras claves:

Los primeros nimeros. Matematica en Egipto, Matematica en Mesopotamia, Sistema
Sexagesimal, Sistema de Numeracion Egipcio.
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Introduccion

El preludio de la Matematica: la necesidad de contar

No cabe duda que los numeros constituyen la herramienta indispensable de la
Matematica. Aungue se carece de informacién precisa acerca del momento en que el
hombre primitivo empez6 a valerse de un sistema numérico, tuvo muchas razones y
situaciones cotidianas que lo impulsaron a tratar de cuantificar todo lo que lo rodeaba.
Asi por ejemplo, en su etapa sedentaria se vio forzado a emplear algin método de
conteo, ya sea para saber cuantas cabezas de ganado u ovejas poseia, como también para
conocer las reservas de alimentos que disponia. También aquellos que mantenian
relaciones hostiles con sus vecinos, al término de cada expedicion militar debian
preocuparse por saber si seguian teniendo la misma cantidad de soldados.

En la etapa previa a la creacion de los nimeros, el ser humano tuvo que aprender a
reconocer si dos conjuntos tenian la misma cantidad de objetos. Luego de un tiempo de
maduracion intelectual, logré entender que dos conjuntos tienen la misma cantidad de
objetos, independientemente de cudl sea esa cantidad, si puede establecer una
correspondencia “biunivoca” entre los elementos de dichos conjuntos.

Hace milenios los pastores podian comprobar, sin conocer los numeros, si todas las
ovejas que habia sacado a pastar por la mafiana, regresaban a la tarde. Para ello, debian
de colocar una piedra, u otro pequefio objeto, en algun recipiente, por cada oveja que
salia a pastar al campo, y cuando regresaban, iban sacando una piedra por cada animal
que llegaba. Sabian que habian regresado todas si al final no quedaba ningtn guijarro®
en el recipiente, y que se habia perdido alguna oveja, o habian sido atacadas por los
lobos, si aun quedaban piedras.

Figura 1: Correspondencia “biunivoca” entre la cantidad de ovejas y la de piedras.

Pero, ademas, se produjo un avance significativo hacia el concepto de nimero porque el
ser humano introdujo una familia de objetos de referencia, como por ejemplo, los dedos
de las manos, piedras, nudos en una cuerda, incisiones en el suelo, en un palo o0 en un
hueso. Asi, dos ovejas se correspondian con dos dedos, dos muescas 0 dos piedras.

Este fue el origen del primer concepto de nimero desarrollado por la humanidad, asi
como el proceso de contar asociado. Esos elementos de referencia “inventados” se

! Guijarro: piedra pequefia y redondeada a causa de la erosion, que se encuentra generalmente a orillas de
rios y arroyos.



podian utilizar para “contar” cualquier conjunto de objetos y eran manejados por todas
las personas de una misma zona.

Lo anteriormente expuesto fue un proceso de abstraccion que durd varios milenios. Las
primeras evidencias de registros numéricos datan de hace mas de 20.000 afios.

Una de ellas es un hueso (peroné) de un simio con 29 incisiones, conocido como
El hueso de Ishango, el cual se muestra en la siguiente figura.

Figura 2: El Hueso de Ishango. Contiene tres grupos de muescas, quizas como parte de un proceso de
contar animales u objetos. Fuente: Wikimedia Commons.

ElI mismo fue hallado en 1960, en lo que entonces era el Congo Belga, cerca de la zona
donde nace el rio Nilo. Ahora bien, representar nimeros cada vez mas grandes
utilizando los dedos de la mano o por acumulacion de muescas, nudos 0 guijarros se
hizo inviable.

Esta situacion se planteaba en las tribus que poseian grandes rebafios domesticados o
que practicaban una agricultura diversificada y desarrollada. Por esta raz6n, muy pronto
se vieron en la necesidad de elaborar un sistema que les permitiese contar grandes
cantidades de una manera mas eficiente.

Es asi como comenzaron a surgir incipientemente los primeros sistemas de numeracion.
De esto nos ocuparemos en los capitulos siguientes.



Capitulo 1

El origen de los primeros numeros

Hacia fines del altimo periodo glacial, aproximadamente trece mil afios atras, el nivel
del mar comenzo a elevarse y la temperatura terrestre aumento entre cinco y diez grados
centigrados, lo que modificé la fauna y flora de todos los continentes. Como
consecuencia de ello, los alimentos empezaron a escasear. Fue entonces cuando los
primeros habitantes de la region de Medio Oriente descubrieron una nueva manera de
obtener alimentos, que consistia en el cultivo de cereales y en las crias de animales,
especialmente cabras y ovejas. Es asi como en esta region el hombre desarroll6 por
primera vez la agricultura y la ganaderia. Pero para poder dedicarse al cuidado de los
cultivos, debié abandonar su vida némade. Este cambio vida en la historia de la
humanidad genero, en toda esta region, la aparicion de los primeros asentamientos.

Con los asentamientos se produjo el desarrollo de la agricultura y la ganaderia, y fruto
de ello, se origino el comercio: primero mediante el intercambio de productos y mas
tarde a través de la compra-venta. En ese momento, alrededor del afio 4000 a.C., las
personas se vieron en la necesidad de “registrar o anotar” los objetos que
comercializaban o los bienes que poseian. Asi, los primeros documentos escritos,
hallados en la Mesopotamia, contenian simbolos que actualmente llamamos “ndmeros .
Pocos siglos méas tarde en Egipto comenzaron a surgir, de manera independiente,
documentacion escrita que contenian también “ndmeros .

En este capitulo veremos cémo fueron estos primeros documentos escritos y qué
simbolos utilizaban para representar los nimeros.
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Figura 1.1: Egipto y Mesopotamia. Fuente: https://contaestudio.com/historia-contabilidad/
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Mesopotamia, cuna de los nimeros

Los primeros indicios de pueblos civilizados aparecieron en la Mesopotamia - la region
comprendida entre los rios Eufrates y Tigris, en el actual Irak - y habitada originalmente
por los sumerios. Alrededor del afio 4000 a.C. en toda esta zona existian numerosas
ciudades-estados, como se ilustra en el siguiente mapa.
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Figura 1.2: Ciudades sumerias, afio 4000 a.C. Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Sumeria

La més importante de ellas era Uruk, situada en el actual Irak. En ese entonces dicha
ciudad era considerada la mas grande del mundo. Contaba con una poblacién de 40.000
habitantes y una superficie de 400 hectareas. La vida cotidiana en Uruk, al igual que
cualquier ciudad sumeria, giraba en torno a su templo o zigurat. Ademas de su funcion
religiosa, los templos constituian el centro de la administracion de la tierra, de sus
cultivos y del comercio.

Figura 1.3: lzquierda: restos de Uruk. Derecha: reconstruccion de la ciudad de Uruk.
Fuente: https://elpuntano.com/2015/06/06/uruk-la-ciudad-mas-antigua-del-mundo/

Las ciudades mesopotamicas estaban en permanente contacto y llevaban a cabo
numerosas transacciones comerciales. Por esta razon se vieron en la necesidad de
elaborar un método destinado a auxiliar a la memoria y que permitiera registrar, de
manera duradera, las operaciones comerciales y la cantidad de bienes personales de



cada individuo. Con este objetivo los sumerios inventaron seis simbolos, que los
utilizaron tanto para representar una determinada cantidad como para realizar con ellos
operaciones aritméticas. Es asi como aparece, por primera vez en la historia de la
humanidad, el concepto abstracto de “nimero”.

Para representar estos simbolos, y debido a la abundancia de arcilla en la region, los
sumerios utilizaban fichas de este material que, segun su forma y tamafio, identificaban
a cada una de estas cifras. En la siguiente figura mostramos estos simbolos y su valor
equivalente en nuestro sistema decimal.

1 Lg Cone pequefio 10 @ Esfera pequenia

o Cono grande
600 | A perforado

@ Esfera grande
3600 . Esfera grande | 36000 perforada

Figura 1.4: Sistema de numeracion sumerio.

Observamos aqui una idea que ya era abstracta para la época: la multiplicacién por diez
del valor de una ficha esta representado por la perforacion de dicho objeto. En efecto,
haciendo una pequefia marca circular (que es el simbolo gréafico que representa al
namero 10) en el cono que vale 60 o en la esfera que vale 3600, se obtienen las
representaciones respectivas de los nimeros 600 (= 60 x 10) y 36000 (= 3600 x 10).
Partiendo de estos simbolos, se podian representar los otros numeros empleando el
Meétodo Aditivo. De este modo, cada nimero se obtiene mediante la acumulacion de
estos seis simbolos basicos. En los siguientes ejemplos mostraremos cdmo lo hacian y
de qué manera sumaban.

Ejemplo 1.1

Expresar el numero 163 en el sistema de numeracion sumerio.

Solucion
Utilizamos 2 conos grandes, 4 esferas pequefias y 3 conos pequefios, ya que

163=2x60+4x10+3x1
Entonces, 163 expresado en el sistema sumerio es

En general, los simbolos se escribian de arriba hacia abajo, ubicando los de mayor valor
en la parte superior.
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Ejemplo 1.2

Aplicando el sistema de numeracion sumerio, calcular 163 + 58.

Solucion

Primeramente expresamos los nimeros 163 y 58 en el sistema sumerio:

@
ee 0044
163 38
La metodologia que empleaban para sumar consistia en sustituir cada 10 conos
pequefios por 1 esfera pequefia, 6 esferas pequefias por 1 cono grande y asi
sucesivamente. Detallaremos cada uno de estos pasos.

Primer Paso:

Reemplazamos 10 conos pequefios por 1 esfera pequefia

Seqgundo Paso:

Sustituimos 6 esferas pequefias por 1 cono grande

Tercer Paso:

Finalmente, el resultado de la suma es

Que expresado en nuestro sistema decimal es 3 x 60 + 4 x 10 + 1 = 180+40+1= 221.
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¢Como eran en Mesopotamia los primeros documentos escritos?
El primer recibo de compra-venta de la historia

Alrededor del afio 3500 a.C. en todas las ciudades mesopotamicas se vieron en la
necesidad de guardar constancia de los datos numéricos asociados, por ejemplo, a la
cantidad de cereales y animales involucrados en una compra-venta entre un agricultor y
un ganadero, al numero de ovejas que posee un pastor, al pago de obreros de la
construccion o a la cantidad de habitantes existentes en cada ciudad. Por esta razon los
primeros registros estaban vinculados a actividades contables. En ese entonces, la
contabilidad quedaba asentada en una bola de arcilla fresca y hueca, dentro de la cual se
colocaban las fichas de arcilla que representaban una determinada cantidad. Luego la
bola se cerraba y en el exterior de la misma se imprimia un sello cilindrico para
garantizar su origen y veracidad. El sello cilindrico es el equivalente al sello y firma
personal de nuestros tiempos. Al secarse la arcilla, se conservaba dentro la informacion
numeérica deseada. Pasado un tiempo, si era el momento de comprobar la informacion,
por ejemplo, para realizar el pago de una compra, se rompia la bola de arcilla, pudiendo
acceder a la informacion numérica guardada. Podemos afirmar que este procedimiento
fue el primer recibo de la historia. La siguiente imagen muestra una bola de arcilla
hueca, hallada al sur de Mesopotamia. En su interior habia tres fichas, que figuran a la
derecha: un cono y dos esferas grandes. Las fichas indicaban la cantidad de objetos
contados: 60 + 2 x 3600 = 7260.

Figura 1.5: Bola hueca de arcilla con sus correspondientes fichas. Datan del tercer milenio a.C.
Fuente: http://es.finaly.org/index.php/El_primer_antecedente_de_la_escritura

Veamos un Ejemplo que ilustrara un hipotético modo de utilizar este tipo de registro
numérico.

Ejemplo 1.3

Un ganadero y un agricultor sumerios decidieron intercambiar bueyes por cebada, y
llegan a un acuerdo de compra-venta de 14 bueyes a cambio de 686 cestos de cebada, a
entregar al finalizar la época de cosecha del cereal. Deberan registrar la informacion de
la transaccion, para que cuando ésta se lleve a cabo, no haya ninguna duda. Para ello el
ganadero, con el fin de registrar la cantidad de 14 bueyes, introduce en una bola de
arcilla fresca una esfera y cuatro conos pequefios. Luego la cierra e imprime su sello
cilindrico en el exterior. Por otro lado, el agricultor introduce en otra bolsa de arcilla
fresca, un cono grande perforado, un cono grande, dos esferas y seis conos pequefios,
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para indicar los 686 cestos de cebada. También cierra la bolsa e imprime sobre ella su
sello cilindrico. Una vez secas, intercambian las bolsas de arcilla con las cantidades
registradas, que guardaran hasta el momento de intercambiar los productos.

Los primeros documentos escritos

Poco tiempo después, con el fin de no tener que romper la bolsa de arcilla cada vez que
se queria comprobar la cantidad registrada, se empezaron a marcar los “calculos” que
luego iban a introducirse en la bolsa de arcilla, sobre el exterior de la misma. De esta
forma, observando el exterior de la bolsa de arcilla, ya se conocia la cantidad
representada en su interior. Este pequefio chispazo de ingenio y practicidad dio origen a
un paso gigantesco en la historia de la humanidad: las bolsas de arcilla marcadas se
transformaron en los primeros documentos escritos.

En la siguiente Figura observamos una bola de arcilla hallada en Uruk. A la derecha se
encuentran las fichas que se hallaban en su interior. Las fichas registraban la cantidad de
objetos contados, a saber: 60 + 3 x 10 + 3 x 1 = 60 +30+ 3 = 93. Esa misma cantidad
era indicada en el exterior de la esfera.

Figura 1.6: Esfera hueca de arcilla y fichas que representan una determinada cantidad. Datan del afio
3300 a.C. Fuente: http://art.lostonsite.com/67021081-001/

El siguiente paso en el camino de la escritura numérica, fue que los sumerios se
percataron de que realmente no necesitaban los “calculos” que estaban dentro de la
bolsa de arcilla, ya que bastaba con observar las impresiones en el exterior para conocer
el nimero que se representaba en la misma. Por este motivo, empezaron a utilizar
simplemente tablillas frescas de arcilla sobre las que presionaban los “calculos”. De este
modo quedaba registrado el nimero contable, manteniendo la idea del sello cilindrico
por encima de las cantidades, como certificacion de autenticidad.

Figura 1.7: lzquierda: Sello cilindrico hallado en Mari (Siria). Data del afio 2500 a.C. Derecha:
Impresidn del sello sobre una tablilla de arcilla. Fuente: http://art.lostonsite.com/67021081-001/
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El sello cilindrico se lo hacia girar sobre la tablilla de arcilla ain fresca para que luego,
al secarse, quedara fijada su impronta.

Ejemplo 1.4

La tablilla que se muestra en la siguiente figura contiene ciertas marcas impresas.
También se observan marcas de un sello cilindrico. Fue hallada en Susa (actual Iran) y
data aproximadamente del afio 3200 a.C. ;Qué dato numérico quedd registrado en dicha
tablilla?

Figura 1.8: Tablilla de arcilla. Se encuentra actualmente en el Museo de Louvre.
Fuente: https://culturacientifica.com/2018/10/31/el-origen-de-la-escritura-de-los-numeros/

Solucién

La tablilla contiene 6 marcas redondas, correspondientes a esferas pequefias, y 3 marcas
alargadas de bastoncillos, que simbolizan conos pequefios. Luego, en dicha tablilla
quedd representado el nimero 6 x 10 + 3 x 1 = 63.

Un paso mas en el camino de la escritura

Como lo importante eran las marcas que quedaban impresas en la arcilla, comenzaron a
realizarlas con un punzon, teniendo en cuenta la siguiente regla para representar los
simbolos del sistema numérico:

Muesca fina: 1

Impresion circular pequefia: 10

Muesca grande: 60

Muesca grande con impresion circular pequefia: 600

Impresion circular grande: 3600

Impresion circular grande con impresion circular pequefia: 36.000

Esta forma de escribir fue derivando mas adelante hacia una grafia cuneiforme.

En las primeras tablillas de arcilla se consignaban solamente las cantidades, sin
especificar a qué se referian éstas, y ademas se confeccionaba una tablilla para cada
cantidad. Por ejemplo, si se pretendia hacer un registro de 100 bolsas de trigo, se
utilizaba simplemente una tablilla con el nimero 100 impreso, sin aclarar de que esa
cantidad representaba las 100 bolsas de trigo.
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Las transacciones economicas se fueron multiplicando, asi como los registros contables
de las mismas, por lo que hacia el afio 3100 a.C. se empezaron a incluir diferentes
registros en una misma tablilla y a utilizarse pictogramas, para indicar los objetos a los
que se referia cada cantidad de la tablilla (cereales, ovejas, bueyes, etc.). Asimismo, se
comenzaron a combinar varios pictogramas para obtener nuevos significados: acaba de
nacer la escritura por primera vez en la Historia.

En la siguiente tabla mostramos algunos simbolos pictograficos utilizados en las
primeras escrituras.

Signo pictografico Interpretacion Significado
% Estrella Dios
/ Sol sobre el horizonte Dia
SN Ola Agua
TN
% Espiga Cebada
v Cabeza de res Buey
E? Cuenco Racion de comida
g% Cabeza + Cuenco Comer
A Cabeza + Agua Beber
glg Cabeza + Estrella Sacerdote
g Cuerpo amortajado Hombre
n Pierna Andar, estar de pie
L !
é Sol, tiempo
ﬁ Animal Carnero
<—|— Cabra
@ Jarron Recipiente, barril

En los siguientes ejemplos trataremos de “leer” algunos de estos primeros documentos
escritos.



Ejemplo 1.5

La siguiente tablilla fue encontrada en la antigua ciudad-estado de Jemdet Nasr, en las
cercanias de Babilonia, en el actual Irak. Data del tercer milenio a.C. y contiene varios
registros, divididos en filas y columnas. La tablilla no ha podido ser traducida en su
integridad, pero se sabe que tiene que ver con las mercancias acordadas para cada dia en
particular.

Fila 2, columna 3

Fila 4, columna 2

Figura 1.10: Tablilla de Jemdet Nasr. Fuente: www.proel.org/index.php?pagina=alfabetos/protosum
Analizaremos solamente dos de los registros contenidos en ella:

Fila 2, columna 3:

Aparecen 5 muescas grandes y 5 finas. Luego, el nimero representado es
5x60+5x1=2305

El pictograma simboliza un recipiente, con lo cual concluimos que se
distribuyeron 305 raciones de alimento.

Fila 4, columna 2:

Figuran 4 impresiones circulares pequefias y 5 muescas finas, a la izquierda
del cuenco. Luego, el nimero representadoes 4 x 10 + 5x 1 =45

El pictograma también simboliza un recipiente, de modo que se
distribuyeron 45 raciones de alimento.

Con el correr del tiempo se fueron creando otros simbolos para representar cantidades,
los cuales variaban segun el tipo de dato que se deseara contar. Asi, para contar objetos
discretos como animales, madera o plantas, se empleaban los seis simbolos detallados
en la figura 1.4. En cambio, cuando se deseaba contar objetos menos discretos como
granos de cereales, leche o queso, se utilizaba otro sistema, que constaba de los
siguientes simbolos:
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Figura 1.9: Sistema de numeracion para contar cereales.
En el préximo ejemplo veremos cdmo utilizaban este sistema.

Ejemplo 1.6

La siguiente figura muestra una tablilla de arcilla de 3x3 pulgadas. Fue hallada en el
templo de Uruk y data aproximadamente del afio 3100 a.C.

Figura 1.10: Tablilla de arcilla.
Fuente: https://elretohistorico.com/nombre-propio-mas-antiguos-del-mundo/

¢Qué quedo registrado en esta tablilla?
Solucién

En la tablilla aparecen tallados los siguientes simbolos:

Lo que se esta contando queda indicado con el simbolo de una espiga, para indicar que
la cantidad se refiere a cebada. Se encuentran como signos numéricos los siguientes:

3x9000+1x900+6 x30+1x5+1x 1=28086
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Dentro del rectangulo que representa el tiempo se muestra la cantidad:
3x10+1x7=37

Es decir, 37 meses. A laizquierda del pictograma de la cebada hay dibujado un edificio
de ladrillo con chimenea, que representa una fabrica. El recipiente con una espiga de
cebada en su interior simboliza el envasado de la cerveza.

Por otro lado, en la parte superior izquierda se encuentra la firma del responsable de la
tablilla. Contiene dos simbolos que representan las silabas Ku y Shim. En base a esta
informacion, podemos deducir que:

La tablilla es un registro administrativo. Alli queda constatado que se ha recolectado
28086 medidas de cebada en un tiempo de 37 meses, para fabricacion y envasado de
cerveza. La persona que recibe esa cantidad de cebada es KuShim, quien debid haber
sido un jefe administrativo dentro del templo.

Otros arqueologos opinan que quizas fue el maestro cervecero del templo. La cerveza
era la bebida méas popular en Mesopotamia y se racionaba entre los trabajadores.

Ejemplo 1.7

La siguiente figura muestra una tablilla administrativa sumeria, con numeros y
pictogramas. Fue encontrada en la antigua ciudad-estado de Lagash, en el actual Irak.
Data aproximadamente del afio 2350 a.C.

Fila 1, Columna 3

Fila 2, Columna 1 Fila 2, Columna 2

Figura 1.11: Tablilla de arcilla. Se encuentra actualmente en el Museo de Louvre.
Fuente:https://culturacientifica.com/2018/10/31/el-origen-de-la-escritura-de-los-numeros/

Analizaremos algunos registros contenidos en ella.

Fila 2, columna 1:

Aparece 1 muesca grande y 2 circulos. Luego, el niUmero representado es
1 x60+2 x10=280

El pictograma simboliza un carnero, con lo cual interpretamos que quedaron registrados
80 carneros.



Fila 6, columna 1:

Quedo tallado el siguiente numero:

2x60+4x10+1x6=166
El simbolo pictogréfico que figura es el de una cabra. Luego, hay registradas 166
cabras.

Fila 1, columna 3:

Se encuentran los siguientes signos numéricos:
1x 60 +1 x 7 =67

Como simbolo pictografico figura un cuenco y una cabra, se interpreta que se han
recolectado 67 raciones de carne de cabra, posiblemente como alimento para ciertos
trabajadores.

Fila 2, columna 2:

Quedo grabado el siguiente numero:

1x8=8
Ademas, figura un cuenco y un rectangulo con una espiga en su interior, con lo cual
podemos concluir que quedaron registradas 8 raciones de pan de centeno.

La invencion de la escritura cuneiforme

Hacia el afio 3000 a.C. la escritura en Mesopotamia evoluciona y, para facilitar las
tareas administrativas, las antiguas fichas con las que se realizaban los céalculos fueron
reemplazadas por calamos de madera con un punzén adherido a sus extremos, el cual,
segun el tallado, representaba un determinado simbolo.

Este tipo de escritura, llamada cuneiforme, toma su nombre por la forma de cufia que
adoptan los simbolos, la cual se lograba presionando con un punzoén o calamo sobre la
tablilla de arcilla fresca que luego se cocia o se dejaba secar al sol. Su aplicacion se
extendio a toda la regidon de Medio Oriente y fue utilizado hasta el siglo 1 d.C.

Se cree que el invento de este tipo de escritura se debi6 a los funcionarios de los
templos, ya que ellos tenian bajo su responsabilidad la administracion de las ciudades-
estado.

Figura 1.12: Escritura cuneiforme y calamo
Fuente: http://antiguosaber.blogspot.com/2015/03/el-surgimiento-del-lenguaje-escrito-de.html
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Mientras tanto, ¢qué ocurria en Egipto?

En Egipto, una civilizacion independiente comienza a expandirse rapidamente hacia
fines del cuarto milenio a.C. Pero la situacion por lo que respecta a la escritura es poco
clara. En primer lugar, el soporte material, excepto para las inscripciones
monumentales, es el papiro o la madera. Ademas, la historia de las excavaciones
arqueologicas es muy diferente a la de la Mesopotamia: En Egipto, la mayoria de las
excavaciones se han realizado en zonas desérticas, lejos de las ciudades de adobe, y se
han concentrado casi exclusivamente en cementerios y templos de piedra. Egipto nos ha
legado pues menos documentos escritos que Mesopotamia: centenas de veces menos.
Pero los testimonios que quedan sobre la naturaleza del uso cotidiano de la escritura
muestran, también en este caso, la existencia precoz de los textos de economia y de sus
cuentas.

La aparicion en Egipto de los primeros nimeros

Hacia el afio 3300 a.C., los egipcios también estaban en condiciones socioldgicas y
econdémicas completamente favorables para la invencion de los ndmeros y de la
escritura. En esa época, esta civilizacion ya estaba fuertemente urbanizada. Motivados
por una necesidad de tipo administrativa y comercial, poco a poco fueron cobrando
conciencia de la limitada capacidad que tiene la memoria humana y de la necesidad de
recordar en forma duradera tanto la palabra como ciertas cantidades. Para superar esta
dificultad descubre la idea de la representacion grafica de los nimeros y de los primeros
pictogramas, Ilamados jeroglificos.

Desde su aparicion, la numeracion egipcia permitié la representacion de numeros que
podian llegar hasta el millén e incluso superarlo: poseia un simbolo especial para
indicar la unidad y cada una de las 6 potencias de 10 siguientes (10, 100, 1000, 10000,
100000 y 1000000). En la siguiente figura mostramos cada uno de estos simbolos.

& ¥

| -,

N

| &

&

bastoncit iral :
loto pajaro sacerdote
| 1 || 10 || 100 || 1000 | | 120000 | | 100000 | | 1000000

Figura 1.13: Sistema de numeracion egipcio.

Observemos que cada simbolo es 10 veces el anterior, 0 sea, se organiza igual que
nuestro sistema decimal.

Para representar cualquier numero, los egipcios también usaban el Método Aditivo,
repitiendo los simbolos de este sistema tantas veces como fuera necesario.

Al principio, los signos que conforman un nimero podian escribirse en cualquier orden:
de izquierda a derecha, de derecha a izquierda, de arriba hacia abajo o de abajo hacia
arriba.
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Ejemplo 1.8

En Asuan (Egipto) se encontr6 una estatua que se remonta al afio 2800 a.C.
aproximadamente. Dicha estatua, erigida en honor a un rey llamado Khasekhemen,
contiene la escritura siguiente que indica la cantidad de enemigos matados por ese

| 99 {11 {hE 111\

I
¢Qué numero esta representado en estos simbolos?

Solucién
Teniendo en cuenta la tabla de la figura 1.12, tenemos los siguientes valores para cada

99 111 1k 1111

I 3000 4000 10000
9

Luego, el total de individuos que el rey mato fue:
200 + 9 + 3000 + 4000 + 40000 = 47209.

A partir del afio 2700 a.C. aproximadamente, para evitar la acumulacion sobre una
misma linea de vanos simbolos del mismo tipo y para facilitar también la lectura de los
mismos, los signos idénticos comenzaron a representarse en grupos de dos, tres o cuatro
lineas. Esto permitid efectuar los calculos aritméticos de una manera mas sencilla. En el
siguiente ejemplo mostraremos como sumaban los egipcios.

Ejemplo 1.9

Aplicando el sistema de numeracion egipcio, calcular 1729 + 696.

Solucion

Primeramente expresamos los numeros 1729 y 696 en el sistema egipcio. Los ubicamos
uno debajo del otro, de modo tal que los simbolos idénticos queden alineados:

Al

1729 133390 |||||
999 NNN |||

696 966 RQR I

La metodologia que empleaban para sumar era igual a la de los sumerios. Se sustituyen
cada 10 bastoncitos por 1 asa, 10 asas por un espiral, 10 espirales por 1 flor de loto y asi
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sucesivamente. Una vez acabado todo esto se obtiene el resultado de la operacion.

Detallaremos cada uno de estos pasos.

Primer Paso:

Reemplazamos 10 bastoncitos por 1 asa:

[ 9999 NN it
999 il

999 NNN il
999 ANA Il

De este modo, resulta

i@@@@nm 11
999 N |

999 NNN

999 A0N

Segundo Paso:

Sustituimos 10 asas por 1 espiral:

9999 NN
1593

222

1
|
L

Con lo cual obtenemos

i 9999 NN 111
9999 !

999
999

Tercer Paso:

Reemplazamos 10 espirales por 1 flor de loto:

i 9999 NN II|I
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Para obtener finalmente

II 9999 NN IIIII

Este es el resultado de la suma que, expresado en nuestro sistema decimal, es
2x1000+4x100+2x10+5x1 =2425.

Como mencionamos anteriormente, la orientacion de los signos que conforman un
ndmero era indistinta. Muchas veces esta disposicion variaba para lograr una mayor
armonia estética, y solian ir acompafados de los jeroglificos que indicaban el tipo de
objeto que se contaba.

Las escrituras jeroglifica y hieréatica

Los jeroglificos fueron un sistema de escritura inventado por los antiguos egipcios y que
comenzaron a utilizarse hacia el 3300 a.C. Sus simbolos han sido inspirados de la flora
y fauna del Nilo. Este tipo de escritura se grababa sobre piedra o madera, y estaba
reservada para los monumentos reales, templos, palacios o tumbas.

Debido a la complejidad de sus simbolos, los jeroglificos resultaban poco préacticos para
escribir documentos relacionados a actividades cotidianas. Por esta razon la escritura
jeroglifica evoluciond hacia una mas sencilla, llamada hieratica. La escritura hieratica
fue utilizada exclusivamente en todos los documentos corrientes, los cuales se escribian
en hojas de papiro y empleando un junco humedecido en alguna materia colorante.

En general, las hojas papiro no pueden conservarse mucho tiempo, como ocurre con las
tablillas de arcilla de Mesopotamia. Es por ello que la documentacion escrita de
Mesopotamia es considerablemente mayor que la existente en Egipto.

Figura 1.14: Escritura hieratica de un fragmento del papiro de Rhind. Contiene la resolucion de
problemas matematicos. Fuente: http://enegiptoconfverdu.blogspot.com/2012/01/historia-del-papiro-de-
rhind-y.html

Alrededor del afio 2000 a.C., tanto la escritura hieratica de Egipto como la cuneiforme
de Mesopotamia habian alcanzado lo que parece ser una forma estable. Los textos
matematicos, que contienen la resolucion de ciertos problemas practicos, poseen esos
tipos de escritura. Este tema lo desarrollaremos en el capitulo 5.
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Capitulo 2

Los escribas, antecesores de los matematicos

Hacia fines del tercer milenio a.C., existian tanto en Egipto como en Mesopotamia
numerosos templos, los cuales se transformaron en el centro de la vida cotidiana. Con el
correr del tiempo los templos se convirtieron, ademas, en centros de administracion de
justicia, de las tierras, del comercio y del disefio de obras publicas. Este tipo de
actividad demandaba una gran facilidad en el manejo de nimeros. Asi, se requeria cada
vez mas la formacion de personas especializadas en estos temas. Este fue el factor
principal que motivo el surgimiento de escuelas, destinadas a formar estudiantes que
egresaban bajo el titulo de “escriba”. En este capitulo hablaremos de estas primeras
escuelas y qué formacién adquiria un escriba.

Las primeras escuelas

En el afio 3000 a.C., las numerosas ciudades de Egipto y Mesopotamia precisaban
personal especializado para administrar el comercio, llevar a cabo censos, cobrar
impuestos, registrar la entrada y salida de productos, efectuar contratos, construir obras
publicas y pagar a los obreros de la construccién. Para responder a estas necesidades, se
fundaron las primeras escuelas. En Egipto las llamaban “La Casa de Vida”, mientras
que en Mesopotamia recibieron el nombre de “La Casa de las Tablillas”, debido a que
los materiales utilizados para aprender a leer y escribir eran las tablillas de arcilla. Al
principio, la ensefianza sélo la disfrutaban los hijos de familias ricas, pues éstas eran las
Unicas capaces de hacer frente al gasto que implicaba una larga educacion que duraba al
menos diez afios, y que se iniciaba en la nifiez.

Casi con seguridad, los ingresantes a las escuelas eran de sexo masculino ya que las
mujeres, aunque no les estaba prohibido recibir formacion como escribas, no aparecen
mencionadas en los documentos.

En las escuelas se ensefiaba lectura, escritura, aritmética y geometria. Se sabe, ademas,
que la aritmética se iniciaba en una fase temprana de la vida escolar de los nifios y que
las matematicas eran consideradas, igual que ahora, una de las asignaturas mas dificiles.
En Egipto los nifios utilizaban, a modo de cuaderno, trozos de ceramica, conchas o
placas de piedra caliza donde se trazaban cuadriculas. En cambio, en Mesopotamia, los
nifos practicaban sobre tablillas de arcilla.

Para aprender a escribir, los alumnos copiaban diferentes fragmentos de obras literarias.
El siguiente texto, hallado en Mesopotamia, es un ejemplo de ejercicio escolar que
formaba parte del curso obligatorio de lengua sumeria:

Una casa con cimientos como el cielo.

Una casa que, como una escudilla, ha sido recubierta de lino.
Una casa que, como una oca, reposa sobre una base solida.
Entramos en ella con los ojos cerrados.

De ella salimos con los ojos abiertos.

Solucion: la escuela.
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Del contenido de esta tablilla se desprende que en esa época eran conscientes que la
educacion mejoraba y elevaba a las personas.

Figura 2.1: Recreacion de una escuela en Mesopotamia.
Fuente: https://historiaeweb.com/2015/06/30/la-cultura-de-los-escribas-neosumerios/

De las numerosas tablillas halladas en Mesopotamia, fue posible vislumbrar la
metodologia didactica aplicada en esa época.

Asi, en el nivel inicial, los escolares practicaban ejercicios de escritura y operaciones
bésicas de suma, resta, multiplicacion y division. El aprendizaje de la aritmética, al no
existir aun el sistema posicional (con la nocion del cero), demandaba mucho tiempo.
En el nivel avanzado la ensefianza era mas creativa, ya que los alumnos debian
componer textos literarios. El siguiente relato, cuyo autor es un estudiante avanzado,
muestra como transcurria su vida en “La Casa de las Tablillas”:

Mis dias de vacaciones son tres por mes, las diferentes fiestas son tres por mes, con
esto son veinticuatro dias que paso en la escuela...

...Mi conocimiento del arte de la escritura no desaparecerd, en adelante puedo
aplicarme a las tablillas, a las multiplicaciones y a los balances.

Mi maestro me ha corregido con bellas palabras. Debemos alegrarnos de su
compaiiia.

Conozco perfectamente mi arte de la escritura, tengo facilidad para todo.

Mi maestro me muestra un signo y yo agrego otros mas de memoria.

Después de haber asistido a la escuela hasta el tiempo previsto, estoy a la altura del
sumerio, del arte de la escritura, del contenido de las tablillas, del célculo de los
balances... jPuedo hablar sumerio!

Quiero escribir las tablillas: puedo escribir los contratos de matrimonio, la venta de
casas, de campos, de esclavos... hasta las tablillas de contratos de adopcion: todo

esto se escribir....




La vida cotidiana en las escuelas mesopotamicas

Segun relata el asiriologo Samuel Kramer (1897-1990) en su libro La Historia empieza
en Sumer (véase Referencia [9]), entre 1970 y 1980 se descubrieron varias tablillas de
arcilla escritas por un maestro anénimo, que vivié 2000 afios antes de la era cristiana.
En dichas tablillas el maestro relata como transcurria su vida cotidiana en la escuela y la
de un estudiante en particular. El estudiante sumerio de quien se habla en el documento
en cuestion, y que no difiere demasiado de los estudiantes de hoy en dia, teme llegar
tarde a la escuela «y que el maestro, por este motivo, le castigue». Al despertarse ya
apremia a su madre para que le prepare rapidamente el desayuno. En la escuela, cada
vez que se comportaba mal, era azotado por el maestro o uno de sus ayudantes. Del
relato se desprende también que los alumnos pasaban todo el dia en la escuela y que
existian tareas escolares que debian preparar al regresar por la noche a sus hogares.
También pudo comprobarse que rendian exdmenes periédicamente.

En cuanto al salario del maestro parece que eran bajos y, por consiguiente, el maestro
deseaba tener la ocasion de mejorarlo con algin suplemento por parte de los padres de
los estudiantes.

Los escribas, egresados de las primeras escuelas

Una vez finalizados los estudios en “La Casa de Vida” o en “La Casa de las Tablillas”,
el egresado recibia el titulo de “escriba”, que significa “el que registra y hace las
cuentas”. En promedio, los estudiantes finalizaban sus estudios a la edad de 18 afios.
Los escribas gozaban de gran prestigio dentro de la sociedad, a punto tal que muchos
reyes mesopotamicos se vanagloriaban por haber obtenido este titulo.

Figura 2.2: Izquierda: Escriba egipcio. Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Escriba
Derecha: Escribas mesopotamicos. Fuente: http://sepiensa.org.mx/contenidos/historia_mundo/antigua

Uno de ellos fue el rey Shulgi de la ciudad de Ur quien, alrededor del afio 2000 a.C.
presumia de sus éxitos escolares escribiendo:

26



Cuando era nifio en la escuela.

En las tablillas de Sumer y Akkad aprendi el arte del escriba.

Entre los jovenes, nadie sabe escribir una tablilla como yo...

Soy capaz de restar y de sumar a la perfeccion, calcular y hacer cuentas.

La justa Nanibgal, (la diosa) Nisaba, me dotaron generosamente de sabiduria e
inteligencia.

Por otro lado, en Egipto los escribas siempre portaban sus instrumentos de trabajo: un
pincel y una paleta con dos hendiduras para las tintas negra y roja. Se han esgrimido
cuatro razones para el uso de la tinta roja en los papiros egipcios: enfatizar un elemento
del texto, dividir un texto en diferentes secciones, aislar una palabra y diferenciar
distintas categorias.

“Matematico”, una palabra desconocida en la antigliedad

Es posible seguir la trayectoria de un joven escriba una vez concluida su formacion,
gracias a un numero considerable de fuentes como textos contables y referencias en
textos literarios o historicos.

Sin embargo, es infructuosa la busqueda de una sola mencién de un "matematico” en el
sentido moderno del término, esto es, un individuo que trabaja en una comunidad
reconocida de investigadores con el objeto de ampliar conocimientos acerca de las
propiedades de los numeros y de la geometria. En las antiguas lenguas de Egipto y
Mesopotamia no existia una palabra para designar a un "matematico".

Asi pues, el joven escriba podia seguir dos caminos distintos. Algunos se dedicarian a la
ensefianza de las matematicas y tal vez inventarian nuevos problemas para presentarlos
a la préxima generacion de alumnos.

Otros ejercerian como contables, calculando el trabajo, las raciones, los terrenos y los
cereales. Estos escribas estaban omnipresentes, y su permanente actividad esta
minuciosamente representada en los frescos murales egipcios y en los relieves de los
palacios mesopotamicos. Su posicion aparece como subalterna pero privilegiada. Al
igual que sus colegas que habian elegido la docencia, no eran ellos los depositarios del
poder en aquellas antiguas sociedades, pero estaban al servicio de quienes regian sus
destinos y gozaban de suficientes privilegios como para haber sido inmortalizados en
los muros de sus reyes o faraones, como signo visible de ese poder que tanto se
esforzaban por contabilizar.
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Capitulo 3
La Aritmética en Egipto

A comienzos del segundo milenio antes de Cristo, las civilizaciones de Egipto y
Mesopotamia habian conseguido crear unos sistemas de numeracion igualmente
abstractos, si bien habian escogido medios diferentes para representar las cifras. Los
egipcios, al igual que la gran mayoria de las sociedades modernas, tenian un sistema
numeérico decimal, esto es, en el que se cuenta hasta el nueve de cada unidad antes de
pasar a la unidad superior siguiente (después de nueve "unos" aparece el "diez", después
de nueve "dieces" aparece la centena, etc.). Pero, contrariamente a los sistemas
modernos, su escritura numérica era "aditiva", esto es, habia signos distintos para las
unidades, las decenas y las centenas, y se trazaban tantos como fuera necesario. Ello se
debia a que aun desconocian el cero. En este capitulo veremos cémo esta civilizacion
realizaba las operaciones aritméticas basicas, las cuales seran necesarias para
comprender ciertos algoritmos matematicos que desarrollaremos en el capitulo 5.

Como se efectuaban las operaciones aritméticas en el Antiguo Egipto

Podemos conocer la manera en que los egipcios realizaban las operaciones aritméticas
gracias al Papiro de Rhind o Papiro de Ahmés. Su importancia radica en que, hasta
ahora, es la mejor fuente que se conoce sobre la Matematica egipcia. Fue descubierto
por el arquedlogo Henry Rhind (1833-1863) en 1858, quien lo compré en un
mercadillo de El Cairo. Actualmente se encuentra en el Museo Britanico de Londres y
mide 6 m. de largo por 33 cm. de ancho. Fue redactado en escritura hieratica por un
escriba egipcio de nombre Ahmés, alrededor del 1650 a. C. El documento es de caracter
didactico y contiene 87 problemas matematicos, con sus algoritmos de solucion,
referentes a cuestiones aritméticas como fracciones, céalculo de éreas, de volimenes,
repartos proporcionales, regla de tres, ecuaciones lineales y trigonometria basica.

Figura 3.1: Fragmento del Papiro de Rhind.
Fuente: https://www.sutori.com/story/geometria-del-mundo-antiguo--vjGxsoalebxQVajTAEhRELSH

En este papiro nos basaremos para explicar el modo de operar de los egipcios. Veremos
que practicamente todas las operaciones aritméticas las realizaban sumando, duplicando
y utilizando ciertas tablas. Pero previamente recordaremos cémo se definia el Sistema
de Numeracion Egipcio.


https://es.wikipedia.org/wiki/Aritm%C3%A9tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Fracci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81rea
https://es.wikipedia.org/wiki/Volumen
https://es.wikipedia.org/wiki/Regla_de_tres
https://es.wikipedia.org/wiki/Trigonometr%C3%ADa

El Sistema de Numeracion Egipcio

De acuerdo a lo expuesto en el capitulo 1, pag. 18, este sistema disponia de un simbolo
para representar una unidad, otro simbolo para representar una decena, otro para
una centena y asi sucesivamente hasta llegar a un millon. Estos siete simbolos eran los
siguientes:

AR SR ENAR s

1 10 100 1000 10000 100000 | 1000000

Figura 3.2: Sistema de numeracion egipcio.

A partir de ellos era posible construir cualquier nimero. En la préctica, pocas veces era
necesario escribir numeros superiores a un millon.

El método para representar cualquier nimero consistia en escribir tantas veces como
fuera necesario los simbolos anteriores, hasta alcanzar el nimero que se queria indicar.
Por razones estéticas los nimeros egipcios no eran escritos a lo largo de una sola linea
ya que hubieran resultado, en algunos casos, expresiones muy largas y dificiles de leer.
En lugar de esto, los simbolos iguales se mostraban en grupos de cuatro jeroglificos por
linea, como maximo. En cualquier caso no habia un orden establecido en el que tenian
que aparecer los simbolos. Estos podian ser escritos en cualquier direccion. Sin
embargo, de ahora en adelante y por convencion, los simbolos de menor valor los
ubicaremos a la derecha y los de mayor valor, hacia la izquierda.

Ejemplo 3.1

Representar el nimero 13682 en el sistema de numeracidn egipcio.
Solucion

Teniendo en cuenta los simbolos de la figura 3.2 y la convencion referente a como
ubicar los simbolos que componen el nimero 13682, su representacion en el sistema
egipcio es

[ 11159900

Una diferencia importante entre los nimeros egipcios y el sistema decimal utilizado en
la actualidad es que el sistema egipcio era un sistema no posicional. Esto significa que
los simbolos que componen un ndmero representan siempre el mismo valor,
independientemente de la posicion que ocupen dentro del numero. El siguiente ejemplo
aclarara este concepto.
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Ejemplo 3.2

En el sistema que usamos actualmente, podemos escribir el nimero 42 a partir de los
simbolos 4 y 2. Dado que el 4 ocupa la primera posicion, sabemos que en realidad
representa el namero 40 (4 x 10), mientras que el nimero 2 representa s6lo 2 unidades.
Si en lugar de 42 hubiéramos escrito 24 estariamos representando un nimero distinto.
En el caso de los numeros egipcios la posicion es totalmente irrelevante, de modo que
las siguientes escrituras representan exactamente el mismo numero:

NN ] AR
NN NN
Figura 3.3: Distintas representaciones del nimero 42.

En este caso, ambas grafias representan al nimero 42.

Los simbolos de suma y resta

El sistema de numeracion egipcio contenia también algunos simbolos para
representar operaciones matematicas basicas.

Dos de estos simbolos eran el de lasuma y el de la resta. Se los representaba con el
jeroglifico de unos pies. Dependiendo de la direccion de los pies, se indicaba el caracter

de suma o resta.

Suma (+) Resta (-)

A continuacion, veremos como, en el antiguo Egipto, efectuaban las operaciones basicas
de suma, resta, multiplicacion y division.

La Suma en el Sistema Egipcio

El procedimiento para la suma fue explicado en el ejemplo 1.10 de la pag. 19.

La Resta en el Sistema Egipcio

La metodologia que empleaban para restar era similar a la de nuestro sistema. Se van
eliminando los simbolos del minuendo tantas veces como simbolos idénticos tenga el
sustraendo, comenzando por aquellos de menor valor.

Ejemplo 3.3

Dada la siguiente grafia:

999 NN | alalaYamuill
99 NN N 777 Gann
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1) ¢Qué operacion aritmética esta representada?
2) Resolver la operacion aritmética que indica dicha grafia.

Solucién

1) En dicha grafia esté representada la operacion 541 —385 .

2) Primeramente ubicamos el sustraendo debajo del minuendo, de modo tal que los
simbolos idénticos queden alineados:

9299 NN |
99 NN

996 NNANN 1
nNnNN |

N

Primer Paso:

Restamos las unidades entre el minuendo y el sustraendo. Como el minuendo tiene
menos unidades que el sustraendo, sustituimos una decena del minuendo por 10

unidades:
999 NN (T
99 N |

996 NNNN I
NnNNN |

Asi, la cantidad de unidades resultantes es 11 —5 =6 .De este modo, obtenemos

999 NN 1l
99 N 1

996 NNNN
nnNN

N

N

Segundo Paso:

Restamos las decenas entre el minuendo y el sustraendo. Nuevamente, como el
minuendo tiene menos decenas que el sustraendo, reemplazamos una centena del
minuendo por 10 decenas:

99 NNNNNNNNNN 11|

99 NNN ||
N
999 NNNN
NANNN

Luego, la cantidad de decenas resultantes es 13 —8 =5 .De este modo, resulta
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99 NNNN |||
99 N ||

999

N

Tercer Paso:

Finalmente, restamos las centenas entre el minuendo y el sustraendo. Luego, la cantidad
de centenas resultantes es 4 —3 =1 . En consecuencia, el resultado de la resta es

9 NNNN 111
N |
Es decir, 156.

La Multiplicacion en el Sistema Egipcio

En el Antiguo Egipto, multiplicar m por n se decia “calcular a partir de m, n veces”. Se
pudo conocer el procedimiento que empleaban para multiplicar gracias al Papiro de
Rhind. Explicaremos como lo hacian desarrollando los siguientes Ejemplos, para luego
justificar tedricamente el algoritmo. Para facilitar su comprension, emplearemos
nuestros simbolos decimales, en lugar de los egipcios.

Ejemplo 3.4

Aplicar el Método Egipcio para calcular 17 x13.

Solucion
Primer Paso:

Disefiamos una tabla con dos columnas. En la primera columna comenzamos con 1,
mientras que la segunda columna la inicializamos con el primer factor, en este caso 17.
Luego efectuamos duplicaciones sucesivas de las dos columnas simultdneamente. De
este modo, en la primera columna iremos obteniendo potencias de 2. Cuando en la
primera columna (las potencias de dos) superemos el otro factor, en este caso 13,
terminamos.

Doble Doble
1 17
2 34
4 68
8 136
16 (>13) | Terminar

Segundo Paso:

Sumamos los numeros de la primera columna, de abajo hacia arriba, hasta obtener el
valor del segundo factor (es decir, 13).
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Doble Doble

1 17
2 34
4 68
8 136

8+4+1=13 136+ 68+ 17=221

Luego, el producto sera la suma de los valores de la segunda columna que se
corresponden con los seleccionados de la primera columna. En consecuencia,
17 x13=221

De este modo, los egipcios podian realizar cualquier multiplicacién simplemente
aplicando sumas y duplicaciones.

Justificacion del algoritmo:
221 =136 +68 +17 =17 x23 +17 x22 +17 x20 =17 x(23 +22 420 ):17 «13

Ejemplo 3.5

Calcular 68 x57.

Solucién

Elaboramos la siguiente tabla:

Doble Doble
1 68
2 136
4 272
8 544
16 | 1088
32 2176

64 (>57) Terminar

Nosotros contamos con una ventaja con respecto a los antiguos egipcios, porque hemos

trabajado con el sistema binario, asi que nos es mucho mas facil buscar la

descomposicion en potencias de dos de cualquier nimero. Mas especificamente, como
57 = 111001 en base 2

Es decir

57 =20 +23 424 12° =32 416 +8 +1
Entonces ya sabemos qué numeros de la columna derecha debemos sumar. Por lo tanto

68 x57 =2176 +1088 +544 +68 =3876

El hecho de que los egipcios expresaran uno de los factores del producto como suma de
potencias de 2, nos conduce a afirmar que ellos fueron los precursores del sistema de
numeracion binario. Este antiguo método de multiplicacion fue muy utilizado por los
griegos y su uso se extendio hasta inicios de la Edad Media en Europa.
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Observemos que, al efectuar la multiplicacion de a por b, los elementos de la segunda

columna de la tabla son de la forma 2". a, con n eN, ytal que 2" <b . La siguiente
Proposicion justifica teéricamente este algoritmo.

Proposicion 3.6: Justificacion del Algoritmo egipcio de multiplicacion

Sean a,b eN, ny =max {n eN tal que 2" sb} Entonces

1) La descomposicién de b en potencias de 2 es
no—l
b=2"+>"b,.2" conb, {0, 1}
n=0
2)a.b=2".a+> 2" a
neB

Donde
B={ne{0.1,.,np -1} talqueb, =0} ={ne{0,1,...ng —1} tal que b, =1}

Demostracion
1) Como np = max {n eN tal que 2" sb} entonces

20 <p [1]
Por otro lado,

b<2o [1]
Pues si suponemos por el absurdo que 2" 1 <b entonces
Ny +1 e{n eN tal que 2" Sb}. Luego ng +1 <max {n eN tal que 2" sb}, es decir,
Ny +1 <ny. De aqui resulta que 1 <0,lo cual es una contradiccion. Asi, de [I] y [I1]
obtenemos que 2™ <b <2™* Lyego 2" -2 <ph-2M <2M* _2M Entonces
0<b-2" <2%(2-1), conlo cual
0<b-2M <2

Por lo tanto, si consideramos la descomposicion de (b—Z”O) en potencias de 2,

obtenemos
ng -1
b-2" =>"h,.2" conb, {0, 1}
n=0
De donde resulta que
no—l
b=2"+ > b,.2" conb, {0, 1}
n=0
np -1
2)Comob=2"%+ % b,.2"=2"4+%"1.2"=2" + > 2" entonces
n=0 neB neB
a.b=2".a+> 2" a n
neB
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Un caso especial de multiplicacion: la decuplicacion y centuplicacion

Gracias a que el sistema de numeracion egipcio es un sistema decimal, podemos
multiplicar por 10 (decuplicar) o por 100 (centuplicar) un nimero natural cualquiera, en
base a la siguiente regla:

Para multiplicar por 10 un numero, reemplazamos cada simbolo que compone el
namero por su simbolo inmediato superior.

Para multiplicar por 100 un numero, reemplazamos cada simbolo que compone el
namero por el simbolo que le sigue a su inmediato superior.

Ejemplo 3.7

1) Multiplicar por 10 el nimero 64.
2) Multiplicar por 100 el namero 325.

Solucién

1) La representacion de 64 en el sistema egipcio es

AR
NNN

Luego, para multiplicar por 10, sustituimos los cuatro bastones por cuatro asas y las seis
asas por seis espirales. De este modo, resulta

999 NNNN
999

Luego, el resultado de la multiplicacion es 640.

2) La representacion de 325 en el sistema egipcio es

999 NN I|||I

Luego, para multiplicar por 100 sustituimos los cinco bastones por cinco espirales, las
dos asas por dos flores de loto y los tres espirales por tres dedos. Por lo tanto,

it 577

Luego, el resultado de la multiplicacion es 32500.
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La Divisién en el Sistema Egipcio

El método que aplicaban los egipcios para dividir nimeros naturales también se pudo
conocer gracias al Papiro de Rhind.

Al igual que la multiplicacién, la division se consigue empleando sélo sumas y
duplicaciones. Es decir, no es necesario conocer las tablas de multiplicar. Esto otorga al
algoritmo una gran ventaja en relacion al algoritmo de division gque conocemos.
Primeramente explicaremos su procedimiento mostrando dos ejemplos, para luego
justificar teéricamente el algoritmo.

Ejemplo 3.8

Calcular 179:23.

Solucion
Primer Paso:

Disefiamos una tabla con dos columnas. En la primera columna comenzamos con 1,
mientras que la segunda columna la inicializamos con el divisor, en este caso 23.
Vamos aplicando duplicaciones sucesivas de las dos columnas simultaneamente, hasta
que en la segunda columna no se supere el valor del dividendo, en este caso 179.

Doble Doble
1 23
2 46
4 92
8 184 (>179) Terminar

Segundo Paso:

Sumamos los nimeros que figuran en la segunda columna, de abajo hacia arriba, hasta
obtener el valor del dividendo (es decir, 179) o bien el valor mas cercano que sea menor
que el dividendo.

Doble Doble
1 23
2 46
4 92
92+46+23=161

Luego, el cociente serd la suma de los valores de la primera columna que se
corresponden con los seleccionados de la segunda columna.
Es decir,

Cociente: 4+2+1 =7

Mientras que el resto sera la diferencia entre el dividendo y la suma de los valores
seleccionados de la segunda columna. O sea,

Resto =179 — 161 = 18.
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Ejemplo 3.9

Calcular 4632:123.

Solucion
Elaboramos la siguiente tabla:

Doble Doble
1 123
2 246
4 492
8 984
16 1968
32 3936
64 7872 (> 4632) Terminar

Ahora sumamos los numeros de la segunda columna, de abajo hacia arriba, hasta
obtener el mayor valor que no supere el dividendo, que en este caso es 4632. Dicha
suma se compone de los valores de la segunda columna que se encuentran sombreados

en la siguiente tabla:

Doble Doble

1 123

2 246

4 492

8 984

16 1968

32 3936
Es decir

3936 + 492 + 123 = 4551.

Por lo tanto

Cociente: 32+4+1 =37
Resto: 4632 — 4551 = 81

Observemos que, al efectuar la division de a por b, los elementos de la segunda

columna de la tabla son de la forma 2". b, con n eNj vy tal que 2". b <a. Antes de
justificar tedricamente el algoritmo de la division egipcia, recordaremos el siguiente
resultado:

Teorema 3.10: Algoritmo de la Divisién Entera
Sean a,beZ con b =0 Entonces existen dos nimeros enteros Unicos q y r,

Ilamados cociente y resto, que verifican:
l)a=bqg+r 2)0<r<|b]|

Demostracion: Véase Referencia [11].
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Proposicion 3.11: Justificacion del Algoritmo egipcio de la division
Sean a,b eN con a>b, ny =max {n eNtalque 2". b Sa} y

C ={neNtalque b.n<a}
Sean
g=maxC
r=a-b.q
Entonces
1) q y r son, respectivamente, el cociente y el resto de la division entera de a por b.

2) q y rverifican las siguientes expresiones:
No -1

q=2"+>"q,.2" conq,<{0,1}
n=0
no—l
r a—[z”o b+ > gy 2" b]
n=0

Demostracion:

1) Aplicaremos el Teorema 3.10. Para ello expresamos a del siguiente modo:

a=b.q+(a-b.q) [
Probemos que
0 <a-b.g<b [11]
Como g €C entonces b. g <a. Luego,
a-b.q >0
Veamos ahora que a—b. g <b . Supongamos por el absurdo que a—b. q >b . Entonces
a>b+b.q.
Es decir,
b.(q+1)<a.
Luego (q+1)eC, con lo cual
(q+1)<maxC
O sea,
(a+1)<q
De aqui obtenemos que 1 <0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
a—-b.q<b

De [I] y [II] deducimos, por el Teorema 3.10, que g y r son el cociente y el resto de la
divisién enteraentre a y b .

2) Observemos que
q>2" [111]

Pues si suponemos por el absurdo que



q<2M
Entonces
q<2™ -1

Luego
q+1<2m
De aqui resulta que
(q+1).b<2™.b<a.
Es decir,
(q+1).b<a.
Por lo tanto (q +1)eC .Pero esto es una contradiccion ya que g =max C .
Por otro lado,

q<2m* [IV]
Pues si suponemos nuevamente por el absurdo que
2o +1 <q
Entonces
b.20*" <p. g <a
Es decir,

20 h<a
De aqui resulta que

(no +1)e{n eNtalque 2".b Sa}
Por lo tanto
(no +1)smax{n e N tal que 2". bsa}.

O seaq,
no +1< nO
Lo cual es una contradiccion. Luego, de [111] y [IV] tenemos que 2™ <q <2™*  Es
decir,
0<q-2"0 <2M

En consecuencia, si consideramos la descomposicion de (q —2"0 ) en potencias de 2,

obtenemos
ng -1
q-2% =>"q,.2" cong, {0, 1}
n=0
Es decir
No -1
q=2%+>"q, 2" cong, {0, 1}
n=0
La expresion del resto r se deduce de la igualdad anterior. [
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Las fracciones egipcias

En Egipto, las fracciones surgieron con la finalidad de resolver problemas de reparto. Es
decir, fueron creadas debido a que los escribas se vieron en la necesidad de buscar la
forma de representar los resultados de tareas tales como repartos equitativos de pan o
cerveza, o determinar en qué proporcion se deben mezclar distintos tipos de alimento
para el ganado y aves domésticas.
La limitacion principal del sistema de fracciones egipcio es que no existen fracciones
generales como las nuestras. S6lo aparecen fracciones unitarias, que corresponden a lo
gue nosotros denotariamos por

1 con neN

n
Ademas de una fraccion especial que para nosotros representa 2/3.
Las fracciones unitarias son también llamadas cuantavos. De este modo, todos los
resultados de los calculos fraccionarios deben ser expresados en términos de cuantavos
0 de la fraccion 2/3.
Para representar las fracciones unitarias, los egipcios utilizaban un simbolo similar a un
0jo, que significa “parte”, y debajo de él iba el nUmero asociado al denominador.

_ R
Por ejemplo, la fraccion Eserla

—
an

Ademas de esta regla general para escribir cuantavos, existian también dos simbolos
para representar las fracciones 1/2 y 2/3, que son los siguientes:

= ST

2

a1 2
2 3
Como mencionamos anteriormente, en este sistema no existen fracciones
con numeradores distintos a 1. Es decir, fracciones de la forma

m
— con m =1
n

Veamos qué tipo de operaciones se podian realizar con estas fracciones.

Operaciones con fracciones egipcias

Las operaciones con fracciones que el Sistema Egipcio permite realizar son las
siguientes:

Producto de un namero natural por un cuantavo:

1
mx— con m,neNs,
n >

Producto de un nimero natural por 2/3:

2
m><§ con m eNs»p
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Producto de dos cuantavos:

1 1
—x— con m,neNs»,
m n =

Producto entre 2/3 y un cuantavo:

2 1
—x— con neN
3 n =2

Producto entre 2/3 'y 2/3:
2
_x_
3
Suma o Resta de dos cuantavos
iii con m,neNs»p
m n =

Suma o Resta entre 2/3 y un cuantavo
2 .1
—+— con neN
3 n 22
Suma entre 2/3y 2/3:
2 2
_+ J—
3 3
El resultado de estas operaciones queda expresado en términos de fracciones unitarias o

de la fraccién 2/3.

Notacién 3.12

Si empleamos la aritmética actual, sabemos que el producto de un nimero natural
mayor que 1 por un cuantavo es una fraccién con numerador distinto de 1. Es decir, si

m,neN,, entonces

m

n

Si bien sabemos que en Egipto no existian fracciones con numerador distinto de 1, en

1
mx— =
n

L - . 1 . m
este trabajo identificaremos la expresion m x— con la fraccion — .
n n

Ejemplo 3.13

La fraccién % , que significa efectuar la operacion 5 x % , puede expresarse como:

S_ 1.1 _<=><=
123712 Il NI

En algunos casos suele ser complicado encontrar fracciones unitarias para representar el
resultado de ciertas operaciones entre fracciones. Otro problema afadido es que a
menudo existe mads de una posible representacion para una misma operacion

fraccionaria. Por ejemplo la fraccion 2/5 puede expresarse como:
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O también como
1 <

I S

5 -3 15 Il NIl

|
En este contexto, cabe preguntarnos: (Qué fue lo que motivd a los egipcios a trabajar
solamente (salvo 2/3) con fracciones unitarias? Si bien los historiadores no dan una
respuesta unanime, la mayoria se inclina a pensar que para ellos bastaba definir este tipo
de fracciones debido al modo con que los escribas repartian equitativamente. El
siguiente ejemplo, que corresponde al Problema N° 6 del Papiro de Rhind, corrobora
esta afirmacion.

Ejemplo 3.14

Repartir en forma equitativa 9 panes entre 10 personas.
Solucion

Nosotros sabemos, por la manera en que operamos aritméticamente en la actualidad,

que si tenemos que repartir 9 panes entre 10 personas, cada persona recibira % de pan.

Es decir que una solucion del problema seria dividir cada pan en 10 partes y dar 9 trozos
a cada persona. Pero esto es una solucién poco practica, porque le estariamos dando a
cada persona 9 trozos pequefios de un pan, que pronto se pondran duros y no se podran
comer. Asi que habria que buscar una mejor solucion. En el Papiro de Rhind este
problema se resuelve asi:

Primero tomamos 5 panes y los dividimos por la mitad:

" .
1) N Ry " -

)% SOFA CoEh AR O
a4 Qe @ gl 3 "of

Ahora tenemos diez medios panes y por lo tanto podemos dar medio pan a cada una de
: 1
las personas. Luego, cada persona recibe, por el momento, Ede pan. Tomamos ahora

los 4 panes restantes. Si los partiéramos por la mitad, tendriamos 8 trozos, con lo cual
no son suficientes para dar un trozo a cada uno.

Asi que hay que partirlo en trozos méas pequefios. Los partimos entonces en tercios:

. T

N K N oY
3 3 3 3
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De este modo, tenemos 12 partes, y podemos dar una parte a cada persona. Asi, hasta el
momento, cada persona recibe 1/2 de pan de antes y 1/3 de pan de ahora. Es

decir,%+% de pan. Nos quedan por repartir %de pan:

P
3
La Unica manera de repartir estos trozos entre 10 personas es partiendo cada uno de los

trozos en 5 partes iguales. Si dividimos 1/3 en 5 partes iguales obtenemos

1 1 1
—x—=-—de pan.
3 5 15
1z
¥
5 i
— 1
5 — de pan
1
5
— 1
X "/ ]
S 4
o £
L B4 @
5 5 5
—I-depan
3

Por lo tanto ya podemos repartir un trozo mas a cada persona. Asi, cada persona ha
recibido 1/2 de pan, més 1/3 de pan, méas 1/15 de pan. Es decir,

« '. ’-
il "+ 4 TR .
2 3 15
Como podemos comprobar, la técnica que utilizaban los egipcios para repartir era
sencilla: se trata de ir partiendo los panes en trozos lo mas grandes posibles pero cada
vez mas pequenos.

Observemos que

9_

1 1
—_— __+_ —_—
2

1
—+
3 15

10
.9 , : .
Luego, la fraccién 0 quedo expresada como suma de fracciones unitarias. La forma de

resolver este problema, asociado a la forma de repartir que tenian los escribas, prueba
porqué en Egipto bastaba trabajar con fracciones unitarias.
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A continuacion enunciaremos las propiedades que aplicaban los escribas egipcios para
operar con fracciones. Si bien no aparecen escritas en ningun documento egipcio, el
procedimiento utilizado para resolver los problemas del Papiro de Rhind nos permite
deducir que estas propiedades las conocian implicitamente.

Propiedad 3.15: Reglas egipcias para operar con fracciones
Sean a,b,m,n eN. Entonces

1) Si a>b entonces
axl—q +IX—
b

Donde
q: cociente de la division entre a 'y b.
r: resto de la division entre a y b.

2) %z 2 x%

l 1
n

3) X

1
m m x n

4) Si n es par entonces 2 . l:L
n n:2

1 1 1 1 . . 1
5 = + — + ... + —=m .— . En particular, sim =n entonces mx—=1
n n n n m
m veces

6) Identidad Notable: —++ ==
376 2

7) Corolario de la Identidad Notable: l+£ =3+l
2 3 3 6

Ademas, en los textos egipcios aplicaban permanentemente la Propiedad Conmutativa y
Asociativa de la suma y del producto, como asi también la Propiedad Distributiva del
producto con respecto a la suma. En cuanto a la suma de fracciones con diferente
denominador, en la actualidad existen varias hipdtesis que explican cémo realizaban
esta operacion. Pero no nos detendremos a analizarlas, ya que escapan al objetivo de
este trabajo.

Ejemplo 3.16

Aplicando el método utilizado por los escribas egipcios, efectuar las siguientes
operaciones y mostrar el resultado en simbolos egipcios.

2) 85 x = b) 11x >
7 3



Solucion

1) Por el inciso 1) de la Propiedad 3.15, tenemos que

85 ><£=q +r><£
7 7

Donde q y r son, respectivamente, el cociente y el resto de la division entre 85y 7.

Calculamos entonces 85:7, elaborando la siguiente tabla:

Doble Doble
1 7
2 14
4 28
8 | 56
16 | 112(>85) Terminar
Por lo tanto
q=8+4 =12
r=85-(56+28)=1
1 1 . . ,
Luego 8 5><7— = 12 K x 1 =—. En general, omitiremos el signo “+” vy
escribiremos
1 .85 =12 1
7 7
Este resultado expresado en simbolos egipcios es
NIl S

[T
2) Nuevamente, por los incisos 1), 2) y 3) de la Propiedad 3.15, y aplicando ademas la

Propiedad Asociativa y Conmutativa del producto, resulta

3><].1:2 XlX11:2x11x£=22 X£=q+r><£
3 3 3 3 3

Donde g y r son, respectivamente, el cociente y el resto de la division entre 22 y 3.

Calculamos entonces 22:3 elaborando la siguiente tabla:

Doble | Doble
1 ] 3
2 | 6
4 12
8 | 24(>22)  Terminar

Por lo tanto
q=4+2+1=7
r=22-(12+6+3)=1
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Entonces 11 X§:7 + 1><£:7 +£. Es decir
3 3 3

2.11:7 1
3 3

D

Que expresado en simbolos egipcios es

<57
| 1

Ejemplo 3.17

Calcular, segun el Sistema Egipcio, (16 + % jxé

Solucién

Haremos este calculo tal como lo hacian los escribas egipcios. Primeramente disefiamos
una tabla con dos columnas. En la primera columna comenzamos con 1, mientras que la

segunda columna la inicializamos con el primer factor, en este caso 16 + 3 omitiendo

el signo “+”. Luego multiplicamos la primera fila por el segundo factor, en este caso g

Técnica
1 16 1 Inicializacion
3
1 £><16 £X£ Multiplicar la primera fila
3  porls

Ejecutamos ahora los siguientes calculos:

Célculo de ;—><16
Por el inciso 1) de la Propiedad 3.15, tenemos que

l><l6 =q +r><l
5 5

Donde q Yy r son, respectivamente, el cociente y el resto de la division entre 16 y 5.

Calculamos 16:5, elaborando la siguiente tabla:

Doble |  Doble
1 | 5
2 | 10
4 | 20(>16) Terminar

Por lo tanto
g=2+1 =3
r=16-(10+5)=1



Luego 16 ><£:3 +1><£:3 +£:3 £
5 5 5 5

Célculo de £x£
5 3

Por el inciso 3) de la Propiedad 3.15, tenemos que %x% = %

Sustituyendo estos resultados en la primera tabla, resulta

1 16 1/3

1/5 3 1/5 1/15 <«—— Resultado final
Por lo tanto

Como descomponian los egipcios una fraccion propia en fracciones unitarias

En el lenguaje matematico actual, entendemos por fraccion propia a una fraccion de la
forma

m

— con m<n

n
Como mencionamos anteriormente, esta fraccion proviene de efectuar, en el Sistema

Egipcio, la operacion mxi. Hasta el dia de hoy, los egiptélogos no se ponen de
n

acuerdo acerca del método que emplearon los escribas para representar estas fracciones
como suma de fracciones unitarias. Recordemos, ademas, que dicha representacion no
es Unica. Una de las teorias més aceptadas en relacion a este tema es la de R.J. Gillings
(véase Referencia [14]). Dicha teoria describe 5 Principios basicos que podrian haber
sido usados por los escribas a la hora de elegir la suma de fracciones mas idonea, y son
los siguientes:

1. De las posibles igualdades, la que tenga denominadores mas pequefios es preferible,
sin exceder ninguno el nimero 1000.

2. Una igualdad con 2 términos es preferible a una con 3; una con 3 a una con 4 y jamas
se usan igualdades en las que aparezcan mas de 4 fracciones.

3. Las fracciones se escriben en orden ascendente de denominador y nunca se repite la
misma dos veces.
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4. La primera fraccion marca la eleccion, esto es, de todas las igualdades posibles, se
escoge la que tenga el primer denominador més pequefio; salvo que el coger una con el
denominador mas grande implique una reduccion sustancial en los posteriores
denominadores.

5. Son preferibles denominadores con nimeros pares a aquellos con nimeros impares.

Es importante remarcar que en esta descomposicion no se admiten fracciones repetidas.
Asi, 2/5 se escribe como 1/3 + 1/15 y no como 1/5 + 1/5.

Mostraremos un ejemplo para ilustrar como, con la aritmética actual y aplicando estos
principios, es posible expresar una fraccion propia como suma de fracciones unitarias.
El método que aplicaremos se conoce como el Algoritmo de Sylvester,

Ejemplo 3.18

Teniendo en cuenta los principios enunciados por R.J. Gillings, expresar las siguientes
fracciones como suma de fracciones unitarias.

4 2
a) — b) —
) 5 ) 9
Solucion

4 1 . . .
a) Comparamos 5—con > que es la primera fraccion unitaria. Como

4 1
—_ > J—
5 2
Pues 8 > 5, entonces podemos realizar la sustraccion:
4. 1.3
5 2 10
De aqui resulta que
4.1.3 "
5 2 10

Ahora, 1% no es fraccion unitaria. Comparamos %con 3 que es la siguiente fraccion

unitaria. Como
3.1

10 3
Pues 9 < 10, no podemos efectuar la resta. Buscamos la siguiente fraccién unitaria.

Comparamos entonces % con LlT.Como

3

1
10 4

Pues 12 > 10, luego podemos efectuar la resta:
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Por lo tanto
3 1 1
_ =4 —
10 4 20
Sustituyendo [I1] en [I] obtenemos la descomposicién en fracciones unitarias:
4 1 1 1

e
5 2 4 20

b) Mostraremos dos opciones para hallar la descomposicion.

[h]

Primera Opcién

La primera fraccion unitaria que es mayor a é es ;— pues 10 > 9. Luego efectuamos la

resta
2 1 1
9 5 45
Por lo tanto
2_ 1.1 [
9 5 45

Segunda Opcidén

La segunda fraccion unitaria que es mayor a é es é— pues 12 > 9. Luego efectuamos

la resta
2 1 1
9 6 18
Entonces
2_1. 1 [IV]
9 6 18

Comparando las expresiones [I11] y [I1V], vemos que la Segunda Opcidn es preferible a
la Primera, pues:

Ambas opciones verifican los Principios 1, 2 y 3.

Teniendo en cuenta el Principio 4, el denominador de la segunda fraccion de la Primera
Opcidn (45) es bastante mayor que el denominador de la Segunda Opcidn (18).

Sélo la Segunda Opcion verifica el Principio 5.

En consecuencia, la descomposicion mas idonea es
2 1 1

9 6 18

Nota ilustrativa

Recién en el afio 1202 d.C. el matematico italiano Leonardo Pisano, mas conocido

. . ., a
como Fibonacci, pudo probar que toda fraccién b <1 puede expresarse como suma de

fracciones unitarias distintas.

49



La Tabla 2/n del Papiro de Rhind

El escriba Ahmés, en su Papiro de Rhind, cre6 una pequefia Tabla para la
descomposicion de fracciones de la forma 2/n en suma de cuantavos, tomando n como
los numeros impares desde el 3 hasta el 101. No tiene sentido que las fracciones con
denominador par se incluyan en la Tabla, pues basta aplicar el inciso 4) de la Propiedad
3.16 para obtener una fraccion unitaria. El conocimiento de esta tabla permite calcular
fracciones con numeradores distintos de 2.

. . 3 2 1 4 i
Por ejemplo, para las fracciones —, basta con sumar —+—. Para las — se multiplica
n n n n

2 5 2 1 ] .
por 2 el valor de —. Para las —, se suma 2x—+—. Y asi sucesivamente. En la
n n n n

siguiente tabla mostramos las descomposiciones de las fracciones 2/n.

Tabla 2/n
Fraccion Descomposicion Fraccion Descomposicion

2/3 2/3 2/53 1/30+1/318+1/795
2/5 1/3+1/15 2/55 1/30+1/330

27 1/4+1/28 2/57 1/38+1/114

2/9 1/6+1/18 2/59 1/36+1/236+1/531
2/11 1/6+1/66 2/61 1/40+1/244+1/488+1/610
2/13 1/8+1/52+1/104 2163 1/42+1/126

2/15 1/10+1/30 2/65 1/39+1/195

2117 1/12+1/51+1/68 2167 1/40+1/335+1/536
2/19 1/12+1/76+1/114 2/69 1/46+1/138

2/21 1/14+1/42 2171 1/40+1/568+1/710
2/23 1/12+1/276 2173 1/60+1/219+1/292+1/365
2/25 1/15+1/75 2/75 1/50+1/150

2/27 1/18+1/54 2177 1/44+1/308

2/29 1/24+1/58+1/174+1/232 2/79 1/60+1/237+1/316+1/790
2/31 1/20+1/124+1/155 2/81 1/54+1/162

2/33 1/22+1/66 2/83 1/60+1/332+1/415+1/498
2/35 1/30+1/42 2/85 1/51+1/255

2/37 1/24+1/111+1/296 2187 1/58+1/174
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Fraccion Descomposicion Fraccion Descomposicion
2/39 1/26+1/78 2/89 1/60+1/356+1/534+1/890
2/41 1/24+1/246+1/328 2/91 1/70+1/130
2/43 1/42+1/86+1/129+1/301 2/93 1/62+1/186
2/45 1/30+1/90 2/95 1/60+1/380+1/570
2147 1/30+1/141+1/470 2197 1/56+1/679+1/776
2/49 1/28+1/196 2/99 1/66+1/198
2/51 1/34+1/102 2/101 1/101+1/202+1/303+1/606
Ejemplo 3.19

Aplicando la Tabla 2/n, calcular

2) 8 x = b) 5 x——
9 13

Solucion

a) Recurriendo a la Tabla 2/n y teniendo en cuenta el inciso 4) de la Propiedad 3.15,
obtenemos

8. L_oulox(oxi)coxlox/ il oox(oxtiont cou[tit)
9 9 6 18 6 - 18 39

=2 X l+l :2><£+2><£:3+£+L
3 9 3 9 6 18
Por lo tanto
1 2 1 1
Bx—=—+—+—
9 3 6 18

b) Nuevamente recurrimos a la Tabla 2/ny al inciso 4) de la Propiedad 3.15. Entonces

5xi:(2x2+l)xi: 2><2><i +i:2x £+i+L +i:
13 13 13 ) 13 8 52 104 ) 13

1 1 1 1 1 1 1 1
=2X—42X—4+2X—+—=—+—+—+—
8 52 104 13 4 26 52 13

Luego
1 1 1 1 1

13 4 26 52 13
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La Tabla de multiplicacion de 2/3 del Papiro de Rhind

Con mucha frecuencia los egipcios multiplicaban fracciones. En el Papiro de Rhind, el
escriba Ahmés registré algunos productos, quizas los mas utilizados, entre 2/3y 2/3 o
entre 2/3 y un cuantavo, expresando el resultado en términos de fracciones unitarias. En
la siguiente tabla mostramos un fragmento de estos productos.

Tabla de productos de 2/3

Producto Resultado
2/3 de 2/3 1/3 1/9
2/3 de 1/3 1/6 1/18
2/3 de 1/5 1/10 1/30
2/3 de 1/6 1/12 1/36
2/3 de 1/2 1/3

2/3 de 1/8 1/12

2/3 de 1/9 1/18 1/54
2/3 de 1/7 1/14 1/42
2/3 de 1/11 1/22 1/66

Principales técnicas aplicadas por los escribas para operar con fracciones

A fin de agilizar las cuentas y aprovechar las tablas de multiplicar predisefiadas, como
la Tabla 2/n y la Tabla de productos de fracciones, los escribas utilizaban ciertas
técnicas que mencionamos a continuacion:

1. Desdecuplicacion

Es la reciproca de la decuplicacion. Desdecuplicar un nimero m consiste en dividir
dicho namero por 10. Es decir, calcular

1
—XxXmMm
10

Si en la expresion del nimero m no figuran los simbolos que representan las unidades
(es decir, los bastones), la desdecuplicacion se logra reemplazando cada simbolo que
compone el nimero por su simbolo inmediato inferior.

Ejemplo 3.20

Calcular i><430
10

Solucién

La representacion de 430 en el sistema egipcio es

9999NNN
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En la representacion de 430 no figuran bastones. Luego, para dividir por 10, sustituimos
los 4 espirales por 4 asas y las 3 asas por 3 bastones. Asi, obtenemos

ANNNIII

Luego, el resultado es 43.

2. Descentuplicacion

Es la reciproca de la centuplicacion. Descentuplicar un niamero m consiste en dividir
dicho nimero por 100. Es decir, calcular

—xm
100

Si en la expresion del nimero m no figuran los simbolos que representan las unidades
(es decir, los bastones) ni las decenas (las asas), la descentuplicacion se logra
reemplazando cada simbolo que compone el ndmero por el simbolo anterior a su
inmediato inferior.

3. Desduplicacion

Es la reciproca de la duplicacion. Desduplicar un numero m significa dividir dicho
namero por 2. Es decir, consiste en calcular

1
—xm
2

La Desduplicacion era para los egipcios una de las operaciones mas sencillas, y por esta
razon la empleaban muy a menudo. Para efectuar esta operacion utilizaban la Tabla de
Duplicacion (para nosotros, la Tabla del 2) de niumeros comprendidos entre 1 y 50,
como se muestra a continuacion:

Tabla de Duplicacion

n 2n
1 2
2 4
3 6
4 8
5 10
48 96
49 98
50 100

En el siguiente ejemplo mostraremos como efectuaban las desduplicaciones.
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Ejemplo 3.21

Aplicar la Técnica de Desduplicar para resolver las siguientes operaciones:

a) l><97 b) l><8 C) £><897
2 2 2

Solucion

a) En la segunda columna de la Tabla de Duplicacién, buscamos el nimero 97 o bien el
mayor nimero que no supere 97. En este caso, como el 97 no figura en la segunda
columna, el mayor nimero que no supera 97 es 96. El nimero asociado a 96 que
aparece en la primera columna es 48. Por lo tanto

£><97 =48 +£
2 2

b) En la segunda columna de la Tabla de Duplicacion, buscamos el numero 8 o bien el
mayor nimero que no supere 8. Como el 8 figura en la segunda columna, su numero
asociado a la primera columna es 4. Por lo tanto

£><8 =4

2
¢) Descomponemos el niumero 897, separando las unidades y decenas de las centenas, a
fin de aplicar la Tabla de Duplicacidon y la técnica de descentuplicacion:

L 897=1(800 +97 )= 1 <800 + L x07 =100 x L« L 800 448 + L =
2 2 2 2 2100 2

100 x L x8 +48 + 1 —100 x4 +48 + £ —400 +48 + = —448 + =
2 2 2 2 2

En consecuencia

1. 897 —asg+ L
2 2

4. Desduplicaciones sucesivas

El escriba lo aplicaba para calcular expresiones de la forma
1

—xm ,conm,n eN

2 n

En este caso, se resuelve efectuando los siguientes calculos, realizando las operaciones

de derecha a izquierda:

1 1 1 1
—XM =—X—X....X— XM
on 2 2 2

n veces

5. Desduplicar y Desdecuplicar

Es utilizado para resolver expresiones de la forma

xm ,con mheN

2" x 5
Si el nimero m carece del simbolo que representa la unidad, esta expresion se calcula
del siguiente modo, efectuando las operaciones de derecha a izquierda:

54



(n-1) veces

6. La Técnica 2/3
Se aplica para calcular expresiones de la forma

xm ,conmeN,neZs
2" x3 =0
X

En este caso, se resuelve también efectuando los célculos de derecha a izquierda, de la
siguiente manera:

1 1 1 1 2
XM==X—X..Xx— X— XM
2N «3 2 2 2 3

(n+1) veces

Por ejemplo, para calcular un tercio de un namero, un escriba calcula primero los dos
tercios de dicho nimero y después divide por dos.

Ejemplo 3.22

Calcular ;—x 30

a) Aplicando la Técnica de Desduplicacion sucesiva.
b) Sin aplicar dicha técnica.

Solucioén
a) Valiéndonos de la Tabla de Duplicacion y del inciso 3) de la Propiedad 3.15, resulta:

£X:?)O:£X£X£X3O:£>< l><15 :lx 7 1 :£x7 +£x£ :3+£+£
8 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

Por lo tanto

l><3O =3 +l +£

8 2 4
Obviamente, el escriba egipcio no empleaba la notacion de la Aritmética actual. El
hubiera disefiado una tabla, disponiendo los datos y efectuando los calculos del

siguiente modo:

Técnica
1 30 Inicializacion
1/2 15 Desduplicar la fila anterior
1/4 7 1/2 Desduplicar la fila anterior

55



b) Aplicando el inciso 1) de la Propiedad 3.15 tenemos que

L 30 =346 %% 1
8 8

Por otro lado, por el inciso 4) de la Propiedad 3.15 resulta

6><£=3>< 2x£=3x£=(2+1)x£=2x£+ £=£+ 1
8 8 4 4 4 4 2 4

Es decir
Bxr=ly L il
8 2 4

Reemplazando [11] en [I] obtenemos
—><3O 3+1+£
8 2 4

En este ejemplo podemos comprobar que la Técnica de Desduplicacion sucesiva
aplicada en el inciso a) es mas eficiente que la técnica aplicada en el inciso b), porque
en el inciso b) se necesita efectuar primeramente la division 30:8, lo cual demanda mas
tiempo.

Ejemplo 3.23

Calcular, aplicando las técnicas que considere conveniente, la siguiente expresion:

Solucion

Aplicamos la Técnica 2/3, considerando
1 2 1 1y 1.1 2 2 1 1
—x|8+—+— =—X—X—X|8+—+—+—
6 3 6 18 2 2 3

Suponiendo que somos escribas egipcios, elaboraremos la siguiente tabla, volcando los
datos y resultados de las operaciones del siguiente modo:

Técnica
118 2/3 1/6 1/18 Inicializacion
2/3 |5 2/3 1/6 1/18  1/27 Dos tercios la fila anterior
1/3 |2 1/2 1/3 1/12 1/36  1/54  Desduplicar la fila anterior
1/6 |1 1/4 1/6 1/24  1/72  1/108 Desduplicar la fila anterior
Resultado final
Por lo tanto

1 2 1 1 111 1 1
—x[8+—F+—+—|=l+—F+—+—+—+
6 3 6 18 476 24 72 108
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Calculos auxiliares

Fila 2:

Aplicando los incisos 1)-5) de la Propiedad 3.15, la Tabla 2/n y la Tabla de Productos
de 2/3 obtenemos

2 2 1 1 2 2 2 21 2 1 1 2 2 11 1 1
—X|8+—+—+— |[=—XB+—X—F—X—+—X—=2X =X+ —X—+2X—X—+2 X —X—
( J 3 3 3 3 6 3 18 3 3 3 3 6 3 18

3 3 6 18
—16><£ 3><3 £><2 £+£><2><i—16><£ g><a+£><£+£><£:
3 3 6 3 18 3 3 3 3 3 39
1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1
=S5 +—+—+—+—+—=0+—4+2X—+—=5+—F+—+—+—
3 3 9 9 27 3 9 27 3 6 18 27
Fila 3:
Aplicamos nuevamente los incisos 1)-5) de la Propiedad 3.15 y la Tabla 2/n:
1 2 1 1 1 1 12111 1 1 1
S+—+—+—F+—|==5+—- —F+— —F+— —+— . —=
2(361827}2 2 3 2 6 2 18 2 27
1 1 1 1 1
=2+— +—+— +— +—
2 3 12 36 54
Fila 4:
Aplicamos el inciso 3) de la Propiedad 3.15:
1(11111)1 11111 1 1 1 1 1
X[ 2+ ot o b= S X2 XX ot X X ok X ==
2 2 3 12 36 54 ) 2 2 2 2 3 2 12 2 36 2 54

11 1 1 1
=l+—+—+—+—+—
4 6 24 72 108

Como podemos comprobar a través de los ejemplos expuestos, la aritmética del Antiguo
Egipto se basa fundamentalmente en sumar, duplicar, dividir por la mitad y usar las
tablas predisefiadas.

Finalizamos este capitulo con el siguiente ejemplo, que integra los conceptos adquiridos
hasta ahora.

Ejemplo 3.24

Calcular, aplicando las técnicas que considere conveniente, la siguiente expresion:

(l +£+ljx(30 +£j
3 5 3
Solucién

Como 1+£+l X 30+£ = 1+£+l x30 + 1+£+l ><l
3 5 3 3 5 3 5) 3

Primer término Segundo término
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Entonces el escriba resuelve primero el primer término, luego el segundo término y
finalmente suma ambos términos. Para ello organiza los datos y los célculos en las
siguientes tablas:

Primera Tabla: calculo del primer término

Técnica
111 1/3  1/5 Inicializacion
2 |3 1/15 Duplicar la fila anterior
4 |6 1/10 1/30 Duplicar la fila anterior
8 |12 1/5 1/15 Duplicar la fila anterior
16 |24 1/3 1/10 1/15 1/30 Duplicar la fila anterior

Total primer término: 45 2/3 1/5 1/10 1/30

Segunda Tabla: calculo del segundo término

Técnica
111 1/3 1/5 Inicializacion
2/13 | 2/3 1/6 1/18 1/10 1/30 Multiplicar por 2/3 lafila
anterior
1/2 11/3 1/12 1/36 1/20 1/60 Desduplicar fila anterior

Total segundo término: 1/3 1/12 1/36 1/20 1/60

Los datos contenidos en estas tablas se pueden corroborar mas abajo, en los Céalculos
Auxiliares. Por lo tanto

1 1 1 21 1 1 1 1 1 1 1
1+—+—|x|30+— =45 +—+—+—+—+—+—+—+—+—
3 5 3 3'5 10 30 3 12 36 20 60

1 1 1 1 1 1 1
=46 + —+—+—+—+—+—+—
5 10 30 12 36 20 60

Es decir

1+£+£><30+1 467Lli 1 l+1+1+l
3 5 3 5103012362060

Si nos valemos de la aritmética moderna, aplicando la Propiedad Distributiva del
producto con respecto a la suma, junto con el producto y suma de fracciones, vemos que

(1+£+£)X(30+1j 46 + 23
3 5 3 45

Este resultado efectivamente coincide con la aritmética utilizada en el Antiguo Egipto.
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Calculos auxiliares

Primera Tabla

Fila 2:
Aplicando el inciso 5) de la Propiedad 3.15 y la Tabla 2/n obtenemos
2 % 1+£+£ :2+2><£+2><£:2+g+£+i:2+3><£+i:2+1+i:3+i
3 5 3 5 3 3 15 3 15 15 15
Fila 3:
Aplicamos la Tabla 2/n:
2 x 3+L =2><3+2><i=6 +i+i
15 15 10 30
Fila 4:
Utilizamos el inciso 4) de la Propiedad 3.15:
2 % 6+i+— =2 x6 +2><—+2><i=12+£+i
10 30 5 15
Fila 5:
Utilizamos la Tabla 2/n:
2 x |12 +£+L =2 x12 +2><£+2><i:24+£+i+i+i
5 15 5 15 3 15 10 30

Total primer término:

Sumamos los nimeros de la segunda columna que se corresponden con las potencias de
dos de la primera columna que sumamos para obtener 30. Para ello aplicamos el inciso
4) de la Propiedad 3.15 y la Tabla 2/n:

3+i+6+i+i+12+1+i+24+1+i+i+i—
15 10 30 5 15 3 10 15 30
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=45+ —4—+—+—F+—F+—F+—+—+—=
15 10 30 5 15 3 10 15 30
=45+2xi+2><i+2 i+1+1+i—45+2 i+£+i+£+£+i=
15 10 30 5 3 15 15 5 15 5 3 15
—45+2xi+2x£+2xi+l—45 1 i+£+L 1 i+1=
15 5 15 3 10 30 3 15 10 30 3
=45+2><i+2 i+3+L 45+£+i+3+i:45+£+2><i+3:
10 30 3 15 5 15 3 15 5 15 3
1.1 1 2
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Segunda Tabla

Aplicamos la Técnica 2/3. Es decir, para calcular el segundo término procedemos asi:
1 1 1 1 2 1 1

=X [l+=+— | ==x —=x|1l+—+—

3 3 5 2 3 3 5

Fila 2:

Aplicamos la Tabla de productos de fracciones:

2 1 1 2 21 2 1 2 1 1 1 1
—x [ l+=—F— ==+ —X—F—X—=—F+—F+—+—+—
3 3 5) 3 33 35 3 6 18 10 30

Fila 3:
Aplicamos el inciso 3) de la Propiedad 3.15 y la Tabla de productos de 2/3:

1 (21 1 1 1 1 2111 1 1 1 1 1
x| ot S X X X =X b =X — =
2 \3 6 18 10 30) 2 3 2 6 2 18 2 10 2 30
1 1 1 1 1

et —t—+—

3 12 36 20 60

Nota ilustrativa: ¢ Existia el cero en el Antiguo Egipto?

La civilizacion egipcia disponia también de un jeroglifico para representar un concepto
similar a nuestro cero actual.

Sin embargo, este jeroglifico no formaba parte directamente del sistema de numeracion
egipcio. La aplicacion principal del cero egipcio era en arquitectura, donde representaba
el nivel base a partir del cual se indicaban los niveles de una construccion.

En general, habia un nivel horizontal base a partir del cual se podian definir niveles
positivos hacia arriba y negativos hacia abajo.

El jeroglifico para representar este concepto de cero era el mismo que se utilizaba para
representar la palabra belleza.

Figura 3.3: Jeroglifico que representa el cero.
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Capitulo 4

La Aritmética en Mesopotamia

Alrededor del afio 3000 a.C. se produjo una corriente migratoria de pueblos procedentes
de la Peninsula Arébiga hacia la region bordeada por los rios Eufrates y Tigris. Dichos
pueblos se fusionaron con los sumerios y demas habitantes autoctonos, a punto tal que
no existen vestigios de enfrentamientos entre ellos. La integracion fue tan significativa,
que dio lugar a la formacion, en el afio 2350 a.C., del primer imperio de la historia,
Ilamado el Imperio de la Mesopotamia. Dicho imperio abarcaba los actuales paises de

Siria, Libano, Irak, Jordania, Kuwait, Palestina y Chipre.

Mar Negro
Mar Caspio

CHIPRE
&

Mar Mediterraneo LI'BANO,

PALESTI
NIA

Mar Rojo

QJWAlT

Golfo Pérsico

Figura 4.1: El Imperio de la Mesopotamia.

En ese entonces se habian inventado numerosos sistemas de simbolos para representar
los nimeros. Esto dificultaba enormemente las tareas administrativas a la hora de
registrar los datos, debido a la vasta extension del imperio. Para solucionar este
problema, se decidio crear un Unico sistema de numeracion formado por 60 simbolos

distintos, llamado el Sistema Sexagesimal.

17 1<y 21«7 3«kY #&Y 5&Y
2T7 2< 7 2« VT R€&KW 2LW 24&W
3TYY 13<TYY 236 VW7 33<€KTYT 43 &YW 53L& TV

A7 UCF
5 15<F
sy 16 <FY
B B
ew 18 < §F
9% 19‘(%

10 € 20

(P
BLCHY
i

30 <&«

UGF
3B

“EF
15 ZF
46 XY
4?&?
48&%
e
50 &

o« &
5.6
56 VT
5 &
58 &?
59.& ¥
60 T’

Figura 4.2: El Sistema Sexagesimal.
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Al igual que el sistema egipcio, este sistema era originalmente no posicional y su
escritura numérica era aditiva. De este modo, se debia escribir tantas veces como fuera
necesario algunos de los 60 simbolos, hasta alcanzar el nimero que se queria
representar.

Pero: ¢por que emplearon 60 simbolos para representar los nUmeros? La respuesta esta
en nuestras extremidades, que parecen haber inspirado el surgimiento de la numeracion
en casi todas las culturas. Efectivamente, los habitantes de Mesopotamia utilizaban el
dedo pulgar para sefialar las diferentes falanges de los cuatro dedos restantes de esa
mano. Cuando habian contado todas las falanges, levantaban un dedo de la otra mano y
volvian a comenzar. Asi, con las dos manos podian contar hasta 60 utilizando las 12
falanges de una mano y los 5 dedos de la otra.

12 x5 =60

Figura 4.3: Justificacion de los 60 simbolos del Sistema Sexagesimal.
Fuente: http://www.uco.es/users/malfegan/Comunes/recursos-matematicos

El Sistema Sexagesimal babilénico

En el afio 2100 a.C., en la ciudad de Ur (actual Irak), el Sistema Sexagesimal evoluciona
para dar lugar al primer sistema de numeracion posicional de la historia: el Sistema
Sexagesimal Mesopotamico o Sistema Sexagesimal posicional, llamado después
Sistema Babilonico. Las caracteristicas de este sistema son las siguientes:

m Estd formado por los 59 simbolos del Sistema Sexagesimal (se elimina el simbolo
60).

m Para representar cualquier cifra, se utilizan sélo dos simbolos cuneiformes:

El clavo, que vale 1 unidad: T
La espiga, que vale 10 unidades: <
Ademas, en cada cifra, pueden aparecer a lo sumo 9 clavos y/o 5 espigas.

m El valor de cada cifra o simbolo que forma parte del nUmero queda determinado por
la posicion que ocupa dentro de él, y cada posicion representa una potencia de 60.

m Si el nimero no tiene cifras asociadas a una determinada potencia de 60, se deja un
espacio vacio en esa posicion. A ese espacio vacio los asiridlogos lo llamaron el cero
mesopotamico.

La representacion del cero como espacio vacio fue utilizada hasta el siglo 1l a.C.


http://www.uco.es/users/ma1fegan/Comunes/recursos-matematicos

A partir de esa fecha, el espacio vacio fue reemplazado por dos cufias oblicuas.

X

Figura 4.4: Representacion del cero en Mesopotamia, a partir del siglo Il a.C.

La influencia del Sistema Sexagesimal posicional fue tan grande, que alin perduran
huellas de él. Por ejemplo, al medir el tiempo, cuando decimos que 1 hora consta de 60
minutos y 1 minuto de 60 segundos. O al medir los angulos, cuando dividimos el grado
en 60 minutos y el minuto en 60 segundos.

Ejemplo 4.1

Dado el siguiente nimero expresado en Sistema Babildnico:
«7 &M
¢Qué numero representa en el sistema decimal?

Solucién

Los simbolos cuneiformes que componen el nimero representan las siguientes cifras:

«Y &m
21 40 3
Por lo tanto, el nimero escrito en este sistema es:

3 %609 +40 x601 +21 x602 =3 +2400 +75600 =78003

Notacién 4.2

De acuerdo a la notacién empleada por los asiri6logos y por cuestiones practicas,
representaremos los 59 simbolos cuneiformes del Sistema Babilonico mediante los
simbolos

01,02, 03,....., 10, 11,...., 57,58, 59 6 1,2,3,...,1011,...,57, 58 59

Mientras que el espacio vacio serd simbolizado por 00 o bien por 0.
Ademas, las cifras que componen un numero expresado en dicho sistema estaran
separadas entre si por medio de dos puntos (:).

Ejemplo 4.3

Dado el siguiente nimero expresado en Sistema Babilonico:

=4 - <
\ -(2-; W«
Entonces, con la notacién moderna, dicho nimero es 01:57:40:46, que expresado en

sistema decimal es
46 x60° +40 x601 +57 x602 +1x60° =46 + 2400 + 205200 + 216000 = 423646
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Ejemplo 4.4

Representar los siguientes nimeros en el Sistema Babilonico:
a) 245 b) 217354

Solucién

Antes de resolver los incisos, mostraremos como representar en Sistema Babil6nico un
namero natural expresado en sistema decimal:

Se divide por 60 el niUmero expresado en sistema decimal.

Se divide por 60 el cociente obtenido.

Se repite el paso anterior hasta obtener un cociente menor que el divisor, que es 60.
Este ultimo cociente, junto con los restos de las divisiones efectuadas constituyen, en
ese orden, la representacion sexagesimal del nimero.

a) Efectuamos la division entre 245y 60:

by

Ly

4
0

a0

4

T 04:03
-

Ly

Por lo tanto, 245 expresado en Sistema Babilonico es 04:05. Su representacion en

simbolos cuneiformes es

b) Efectuamos la division entre 217354 y 60:

217354 | o0

373 60
3522|
jjj b ﬁﬂ
154 < a0

34 T I 01:00:22:34

Luego, 217354 expresado en Sistema Babildnico es 01:00:22:34. Su representacion en
simbolos cuneiformes es

<<
T «T <«

Espacio vacio

A continuaciéon mostraremos cémo los escribas mesopotamicos efectuaban las
operaciones aritméticas basicas. Veremos que los procedimientos que utilizaban eran
muy similares a los que empleamos en la actualidad. De hecho, los algoritmos que
aplicamos para la suma, resta y multiplicacién fueron heredados del Sistema
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Sexagesimal posicional. A diferencia del Sistema Egipcio, en el Sistema Babilonico no
existian simbolos especiales para las operaciones aritméticas de suma o resta.

La Suma en el Sistema Sexagesimal Babilonico

Para sumar dos o mas nameros, los escribas mesopotamicos ubicaban un nimero debajo
del otro, de modo tal que las cifras asociadas a la misma potencia de 60 queden
ubicadas en la misma columna. El siguiente ejemplo ilustrara el procedimiento a seguir.

Ejemplo 4.5

Dados los siguientes nimeros expresados en sistema babilénico:

< &
W <y & WY <«<W
a) ¢Qué numeros representan en nuestro sistema?
b) Sumar ambos nimeros con el método babilénico.

Solucién

a)

Primer nUmero:

- -
<
15 40
Por lo tanto, el nUmero escrito en sistema babilonico es 15:49, es decir,

49 %600 +15 x601 =949

Segundo numero:

LYY <«
j6 32
Luego, el nimero escrito en sistema babilonico es 56:32, es decir,

32 x60° +56 x601 =3392

b) Luego de sumar dichos niumeros, trazamos una linea divisoria, debajo de la cual se
escribira el resultado de la operacion. Tal como lo hacemos para sumar en nuestro
sistema, efectuamos las sumas parciales de cada columna comenzando con la situada
mas a la derecha:
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Columna 3 Columna 2 Columna 1
(x6o 2 ) (><601) (xGOO )

\
T <«
P, w «<<YY
<Y «Y

Y

Columna 1:
49 +32=81=1x60+ 21. Se pone 21 y se lleva 1.

Columna 2:

15+ 56 + 1 (que se llevaba) = 72 = 1x60 + 12. Se pone 12 y se lleva 1.

Columna 3:
S6lo se suma el 1 acarreado de la Columna 2.
Por lo tanto, el resultado de la suma es 01:12:21, que expresado en nuestro sistema
decimal es:
21 x60° +12 x601 +1 x602 =4341

Como veremos cuando expliqguemos la multiplicacion en Sistema Sexagesimal, los
escribas mesopotamicos empleaban un &baco para efectuar las operaciones aritméticas
béasicas.

La Resta en el Sistema Sexagesimal Babilonico

La metodologia que empleaban para restar era también similar a la de nuestro sistema,
como podemos Vverificar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.6

Dado el siguiente nimero expresado en Sistema Babilonico:

AR (A
<YY -(m

De acuerdo a la notacion sexagesimal moderna, la operacion a realizar es

12:15:05-12:14
Para ello ubicamos el minuendo y el sustraendo del siguiente modo:

Restarle el nUmero

Solucion
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Columna 3 Columna 2 Columna 1
(><60 2 ) (><601) (x6o° )
14 65
12 A5 /5
12 14
12 02 51

Columna 1:

Como 05 es menor que 14, pedimos “1 unidad” a la cifra que se encuentra en la
columna inmediata anterior (Columna 2, llamada sesentena), con lo cual la cifra del
minuendo de la Columna 1 queda en 1x 60"+ 05 = 65. Asi, 65 - 14 = 51.

Columna 2:
14-12=2
Columna 3:
12-0=12

Por lo tanto, 12:15:05 — 12:14=12:02:51, que en nuestro sistema decimal es
51x60° +02 x601 +12 x602 =43371

La Multiplicacion en el Sistema Sexagesimal Babilénico

La base en la que se apoya el algoritmo de la multiplicacién, al igual que otros
algoritmos para sistemas posicionales, es el conocimiento de las tablas de multiplicar de
todas las cifras que componen el sistema sexagesimal. En consecuencia, los escribas
mesopotamicos, para poder realizar una multiplicacion, tenian que conocer las tablas de
multiplicar de los nimeros entre 1 y 59. Pero no se aprendian estas tablas de memoria,
sino que las escribian en pequefias tablillas de arcilla. La tabla de multiplicar de cada
uno de estos nimeros consistia en multiplicar, a priori, dicho nimero por las 59 cifras
del sistema, es decir, del 1 al 59. Aunque en realidad cada tabla sélo incluia la
multiplicacion por los numeros del 2 al 12, por 20, 30, 40 y 50. La siguiente figura
muestra una de estas tablillas, de tan s6lo 5.8 cm. de alto por 4.5 cm. de ancho.

Ko a2 | s i Yot

-y “
e
o s

Figura 4.4: Anverso y reverso de la tablilla con la tabla del 30 (siglo XVIlI a.C.)
Fuente: https://matematicasvalledeljerte.wordpress.com/2012/03/17/la-matematica-en-mesopotamia/
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De este modo, podian reconstruir cualquier otra multiplicacion por ese nimero, como
podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7

La siguiente tabla reproduce una tablilla hallada en una ciudad de la antigua
Mesopotamia y contiene la tabla del 18:

2 36
3 54
4 01:12
5 01:30
6 01:48
7 02:06
8 02:24
9 02:42
10 03:00
11 03:18
12 03:36
20 06:00
30 09:00
40 12:00

Aplicar el método de los escribas mesopotamicos para calcular:

a) 18 x16
b) 18 x45
c) 18 x(16 : 45)

Solucién

a) Aplicando la tabla del 18, junto con la propiedad distributiva del producto con
respecto a la suma, propiedad conocida por los escribas mesopotamicos, resulta:

18 x16 =18 ><(12 +4)=18 x12 +18 x4 =03 : 36 +01:12 =04 : 48

b) 18 x45 =18 x(40 +5 ) =18 x40 +18 x5 =12 :00 +01: 30 =13 : 30

c¢) Cuando el numero a multiplicar posee méas de una cifra sexagesimal, por cuestiones
practicas el producto lo realizaremos disponiendo los nimeros del siguiente modo, tal
como lo hacemos en nuestro sistema decimal:

Columna 3 Columna 2 Columna 1
05 13
16 45
x 18

Resultado 05 01 30
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Debajo de la linea divisoria escribiremos el resultado de la multiplicacion. Ahora,
multiplicamos el numero 18 por cada cifra del nimero 16:45, comenzando por la cifra
de la derecha y aplicando los incisos a) y b):

Columna 1 de la fila Resultado:
18 x45 =13 : 30 . Se escribe 30 y “me llevo 13” a la Columna 2.

Columna 2 de la fila Resultado:
(18 x16 )+ 13 = 04:48 + 13 = 05:01. Se escribe 01 y “me llevo 05” a la Columna 3.
Columna 3 de la fila Resultado:
Sélo contiene el numero 05, proveniente del acarreo de la Columna 2.
Por lo tanto, el resultado del producto es 05:01:30, que expresado en nuestro sistema
decimal es

30 x60° +01 x60* +05 x602 =18090
Esta forma de disponer los nimeros para multiplicarlos es una manera moderna de
explicar el algoritmo que empleaban los babilonios para multiplicar. En realidad ellos
utilizaban el abaco babildnico, que consistia en una tablilla de arcilla fresca con cuatro

0 més columnas. En la columna de la derecha se escribia el numero a multiplicar. Su
modo de uso lo ilustramos en el proximo Ejemplo.

Ejemplo 4.8

La siguiente tabla reproduce una tablilla hallada en Susa (Iran) y que data del siglo
XVII a.C. Contiene la tabla del 25:

2 50
3 01:15
4 01:40
5 02:05
6 02:30
0 02:55
8 03:20
9 03:45
10 04:10
11 04:35
12 05:00
20 08:20
30 12:30
40 16:40

Aplicar el abaco babilénico para calcular 11:32 x 25.
Solucion

Nuestro &baco consistira en una tablilla de arcilla fresca con 4 columnas. En la columna
de la derecha escribiremos el nimero a multiplicar, que en este caso es 11:32.



x60 2 x601 x60°

<V <«TY

11 32

Las otras tres columnas, de derecha a izquierda, representan las unidades, las sesentenas
(mdltiplos de 60%) y por dltimo los mltiplos de 60°.
Para empezar, calculamos 25x32. Como

25 x32 =25 x(2+30) =25 x2 +25 x30
Entonces buscamos en la tabla del 25 la multiplicacion 25x2. Colocamos su resultado,
50, en la columna de las unidades y borramos el 2 de la columna derecha (pues esta

multiplicacion ya se efectud).

X

<V ««
11 30

Ahora buscamos en la tabla del 25 la multiplicacion 25x 30, que es 12:30 .Colocamos
este resultado en la tablilla: 30 en las unidades y 12 en la sesentena. Y después
borramos el 30 de la columna derecha (ya que esta multiplicacion se realizo).

A

<
<<«

<
4

<Y

11

Buscamos en la tabla del 25 el producto 25x11, que es 04:35. Colocamos 35 en la
columna de las sesentenas y un 4 en la columna de los multiplos de 602 Y se borra el 11

de la columna derecha.

<Y
m «{W

25>
<<«

Finalmente, sélo queda reagrupar los clavos y espigas. Asi, 6 de las espigas de la
columna de las unidades las borramos, ya que tienen el valor de 60, y afiadimos un

clavo en la columna de la sesentena.

m «{W

7
<3
| <&
L =

70



De este modo, se obtiene por resultado

m‘q«:ﬁ‘ <«

Es decir, 04:48:20, que en nuestro sistema decimal es
20 x60° +48 x601 +04 x602 =17300

Cuando ambos factores tienen méas de una cifra sexagesimal, el producto se efectua de
modo similar, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.9

Calcular (03 :12:02)x(04 : 25)
Solucion

Si bien los escribas mesopotamicos realizaban estos productos en un &baco, para
agilizar la explicacion de la multiplicacion ubicaremos los datos y los resultados del
siguiente modo:

03 12 02
x (04:25)
1
Filal 01 20 00 50
Fila 2 + 12 48 08 —
Total 14 08 08 50

Fila 1:

Calculamos (03 112 :02)><25 siguiendo la metodologia explicada en los ejemplos

anteriores. El resultado de dicha multiplicacién es 01:20:00:50.

Fila 2:

Calculamos (03:12 :02)><O4. El resultado de dicha multiplicacién es 12:48:08.

Volcamos este resultado en la Fila 2, dejando un espacio vacio en la columna asociada a
las unidades.

Total:

Se suman las Filas 1 y 2. El resultado de dicha suma es el producto
(03:12:02)x(04 : 25). Es decir, (03 :12 :02)x(04 : 25)=14:08 : 08 : 50
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Justificacion del Algoritmo:
(03:12:02)x(04 :25)=(03 :12:02)x(04 :00 +25 )=
=(03:12:02)x25 +(03:12 :02)x(04 :00)=(03 :12:02 )x 25 +(03 : 12 : 02 )x04 x (01 : 00 ) =

=(03:12 :02)><25 +(03:12:02)x04 x(01:00)=(03 :12 : 02 )x 25 +((O3 112 :02)><O4):00
Fila 1 Fila 2

De este modo, el resultado de la operacion efectuada en la Fila 2 carece de unidades, y
por esta razon se deja un espacio vacio en esa posicion.

Las tablas de cuadrados

Ademas de las tablas de multiplicacion, los escribas mesopotamicos contaban con tablas
de cuadrados. En Senkerah, ciudad proxima a Babilonia y situada a orillas del rio
Eufrates, se hall6 en el afio 1854 una tablilla que data del afio 2000 a.C. Contenia los
cuadrados de los nimeros del 1 al 59, similar a ésta que reproducimos a continuacion:

1 1 ik
2 2 4
3 3 9
4 4 16
5 5 25
6 6 36
7 7 49
8 8 01:04
9 9 01:21
10 10 01:40
11 11 02:01
12 12 02:24
13 13 02:49
14 14 03:16
15 15 03:45
16 16 04:16
17 17 04:49
18 18 05:24
19 19 06:01
20 20 06:40
30 30 15:00
40 40 26:40
50 50 41:40

Las tablas de cuadrados se empleaban para hallar raices cuadradas o para efectuar
multiplicaciones sobre la base de algunas de las siguientes férmulas:
2 2 2 .2 2
a+b)”  —(a-b . a+b)” —a“ -b
) L) N L)

axb =
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De esta manera, aplicando una de estas formulas, en muchos casos la multiplicacion se
tornaba mas sencilla. Méas adelante veremos como era el proceso de division por 4 o por
2. Los escribas mesopotamicos, como los egipcios, juzgaban que la adicion y la
sustraccion eran demasiado elementales como para necesitar tablas o técnicas
especiales. Para explicar la division en el Sistema Sexagesimal Babilonico, necesitamos
conocer previamente como se utilizaban las fracciones. Por esta razén veremos primero
este tema.

Las fracciones en el Sistema Sexagesimal Babilonico

En Mesopotamia se utilizaba un sistema de fracciones sexagesimales, similar a nuestras
fracciones decimales. Las fracciones sexagesimales son aquellas cuyos denominadores
son potencias de 60. Los asiridlogos utilizan un punto y coma para separar la parte
entera de su parte fraccionaria. Por ejemplo, la fraccion sexagesimal 0; 30 representa

30 30 1

0:30 =0 x60° + =
60l 60 2

O también
15 21 4 15 21 4

+ =——+—+
601 602 60° 60 602 60°

0:15:21:04 =0 x60° +

Hasta el siglo 11l a.C., el Sistema Babilonico carecia de un simbolo que permitiera
diferenciar la parte entera de la parte fraccionaria de un nimero. Por ejemplo, el nimero

V <«

Puede interpretarse como

01:30 =30 x60° +01x601 =90
O bien
01:30 =01x600 + 0 —q L _3
60 2 2
O bien
0:01:30 —0x600 4 2L 30 o, 1 30 90 _1
601 602 60 3600 3600 40

Cuando estas ambigiedades sucedian, el nimero al que se hacia referencia podia
deducirse del contexto.

Observacién 4.10

En el ejemplo que mostramos recientemente, la fraccion sexagesimal 0;01 : 30 también
puede escribirse como 0;1:30 . En este trabajo ambas simbologias seran utilizadas
indistintamente.

Ejemplo 4.11

En una vieja tablilla babilonica (vease Figura 4.5), fechada entre 1900 a.C. y 1800 a.C.,
se encontro el siguiente numero:
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Figura 4.5: Tablilla en la que figura un cuadrado de lado 30 con las cifras 1, 24 ,51y 10 en su diagonal.
El contenido de la tablilla indica que para calcular la diagonal de un cuadrado de lado 30 hay que

multiplicar 30 por 1; 24:51: 10, cuyo resultado da 42; 25:35.
Fuente: http://www.beanlogic.es/sumerios/matematicas.php
Por el contenido de la tablilla, se interpreta que dicho nimero es
1;24:51:10
Que en nuestro sistema decimal es
24 51 10 24 51 10
+ + =1+—+ +
60! 602 603 60 3600 216000
Este nimero es una estimacion de /2 con bastante precision. Esto prueba el gran
avance matematico al que se habia llegado en la antigua Mesopotamia.

1x60° + —1.41421296

El Sistema Sexagesimal Babildnico también cuenta con propiedades equivalentes a la
decuplicacion y descentuplicacion del Sistema Egipcio, lo cual facilita en algunos casos
el proceso de multiplicacién. Mencionaremos a continuacion algunas de ellas, cuyas
demostraciones omitiremos.

Propiedad 4.12

Sean a,b dos numeros expresados en Sistema Sexagesimal Babildnico, con p y q
cifras sexagesimales cada uno de ellos. Sean m ,n >0 . Entonces

1) [a:o :0:....:0 ]x[b :0:0 :....:0]_(axb):0 :0:......:0
m veces n veces (m+n) veces

2) (0;0 :....:O:aJ (O;O ©...20 :szo;O :0:....:0 : (axb)

m veces nveces (m+n+p+q) posiciones

Ejemplo 4.13

Calcular
a) (13:05:03:0:0:0)x(02:18:0)  h) (0;0:0:30)%(0;0:0:0:12)
c) (08:03)x(0;0:20:3) d) (12;11:10 :13)x(3;02)



Solucion

a) Aplicamos el inciso 1) de la Propiedad 4.9. En este caso,

a=13:05:03 ,b=02:18 , m=3 A n=1
Entonces

(13:05 :03:0:O:O)x(02:18:0):((13:05 :03)x (02:18)):O:O:O:O:
=30:05:36:54:0:0:0:0

Célculo auxiliar

1
13 05 03
x (02:18)
1
. 03 55 30 54
26 10 06 —
30 05 36 54

b) Aplicamos el inciso 2) de la Propiedad 4.9. En este caso,
a=30,b=12, p=g=l,m=2 A n=3
Calculamos axb =30 x12=6:0 . Luego, a partir de 6:0, (que lo podemos considerar
igual a 6:0;), corremos “el punto y coma” m+n+p+q=7 lugares hacia la
izquierda. De este modo,
(0;0:0:30)x(0;0:0:0:12)=0;0:0:0:0:0:6:0
Es decir,
(0;0:0:30)x(0;0:0:0:12)=0;0:0:0:0:0:6
¢) En este caso, solo en el segundo factor figura un “punto y coma”, y hay 3 cifras
sexagesimales después de él. Primeramente calculamos (08 :03)><(20 : 3)

1
08 03
x (20:03)
N 24 09
2 41 00 —
2 41 24 09

Luego,
(08 :03)><(20 :3)=2 141:24 :09

A partir de este resultado, corremos “el punto y coma” 3 lugares hacia la izquierda. De
este modo, obtenemos

(08:03)x(0;0:20:3)=2;41:24:09
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d) Observemos que el primer factor tiene 3 cifras sexagesimales despues del punto y
coma, mientras el segundo factor tiene 1 cifra sexagesimal. Primeramente eliminamos
los puntos y coma de cada factor y calculamos

(12:11:10:13)x(3:02)

12 11 10 13
X (3 102 )
+ 24 22 20 26
36 33 30 39 —
36 57 52 59 26

Luego,
(12 :11:10 :13)><(3:02)=36 157 :52:59:26

A partir de este resultado, corremos el punto y coma 3 +1= 4 lugares hacia la izquierda.
De este modo, resulta

(12;11:10:13)x(3;02)=36 ;57 : 52 : 59 : 26

Como podemos comprobar, nuestro Sistema Decimal ha heredado los algoritmos
multiplicativos del Sistema Babildnico. Por otro lado, en este sistema también existen
las fracciones unitarias o cuantavos, como veremos a continuacion.

Las fracciones reciprocas
El Sistema Babilonico también cuenta con fracciones de la forma

1
— conaeN
a

Llamadas “el reciproco de a”. Son sumamente importantes ya que gracias a ellas los
escribas mesopotamicos podian, como veremos mas adelante, efectuar la operacién de
division.

Debemos destacar que el nimero 60 tiene tres divisores primos: 2, 3y 5. En cambio, el
namero 10 posee dos divisores primos: 2 y 5. Como consecuencia de esto, sabemos que
una fraccion tiene una representacion sexagesimal finita si y soélo si los Gnicos divisores
primos de su denominador son 2, 3 6 5. Por otro lado, una fraccion tiene una
representacion decimal finita si y s6lo si los Unicos divisores primos de su denominador
son 2 ¢ 5. Esta diferencia hace que haya mas fracciones que puedan representarse como
fracciones sexagesimales finitas que como fracciones decimales finitas.

Por ejemplo, la representacion sexagesimal de la fraccion 1/3 es 0; 20, mientras que su
expresion decimal es 0.333...

Gracias a esta propiedad, el calculo con fracciones en el Sistema Sexagesimal se facilita
notablemente. En los siguientes ejemplos mostraremos como hallar la expresion
sexagesimal de los reciprocos de ciertos nimeros.
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Ejemplo 4.14

Hallar la expresion sexagesimal de los reciprocos de los siguientes nimeros:
a)4d

b) 8

c) 125

Solucién

En general, para hallar el reciproco del numero a, los escribas mesopotamicos
calculaban, mediante sucesivas restas, el nimero que resultaba de repartir 60 unidades
entre a unidades. Pero aqui, para agilizar los célculos, nos valdremos de la aritmética y
notacion actual.

a)
Primer Paso

Efectuamos la division entre 60 y 4.

60 | 4
20 y

15
0
Por lo tanto,
60 =15 x4 [n
Segundo Paso
De la ecuacion [1] despejamos 1/4:
115
4 60
Por lo tanto,
l =0:15
4
b)
Primer Paso

Efectuamos la divisién entre 60 y 8.

i

Por lo tanto,

60 =8 x7 +4 (1]
Segundo Paso
De la ecuacion [I1] despejamos 1/8:

1 7 4

—=—+

8 60 60x8

Ahora bien, en esta Ultima ecuacion, todos los denominadores del miembro derecho
deben ser potencias de 60. Por esta razén haremos el siguiente artificio algebraico:
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1 7 4 7 4 x60 7 30
e =t = ——
8 60 60x8 60 60x8x60 60 g02
Por lo tanto,
l=0;7:3O
8
c)
Primer Paso:

Como 125 > 60, haremos la division entre la potencia de 60 méas cercana a 125, y 125.
Es decir, efectuaremos el cociente entre 60% y 125:

3600 | 123

1100 28
100
Por lo tanto,
3600 =28 x125 +100 [111]

Segundo Paso
De la ecuacion [I11] despejamos 1/125:
1 28 100 28 100 x60 28 48
-2 7 2" 2 o a2 an3
125 60- 125x60° 60° 125x60°x60 60° 60

Es decir
1 28 48
= +
125 602 60°

En consecuencia
1

——=0,;0:28:48

125
Los reciprocos de los nimeros que hemos calculado en el ejemplo anterior tienen
expresion sexagesimal finita, ya que todos ellos tienen a 2, 3 6 5 como Unicos divisores
primos. Pero, ;qué ocurre si el nimero tiene otros divisores primos? En este caso su
reciproco tendra una expresion sexagesimal infinita. Cuando esto sucede, se suelen
hacer aproximaciones, como veremos en el proximo ejemplo.

Ejemplo 4.15

Hallar una aproximacion a la expresion sexagesimal de los reciprocos de los siguientes
ndmeros:

a)7
b) 59

Solucién

a)

Primer Paso

Efectuamos la division entre 60y 7.
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60 | 7
4 8

Por lo tanto,

60 =8 x7 +4 [
Segundo Paso
De la ecuacion [I] despejamos 1/7:

1_8 4 8 4 8 4x60 _8 40

~

7 60 60x7 60 60x6 60 60x6x60 60 go2

Luego
1 8 40
7760 02
Es decir
£;0 ;8 :40
7
b)
Primer Paso

Efectuamos la division entre 60 y 59.

60 |5§
1 1

Entonces
60 =1 x59 +1 [1]

Segundo Paso
De la ecuacion [11] despejamos 1/59:

1 1 1 1 1 1 1
- =4 ~— =t —F
50 60 60x59 60 60x60 60 go2

Por lo tanto
1 1 1
59 60 602
Es decir
L;0;1:1
59

La Tabla de reciprocos

Como mencionamos anteriormente, en Mesopotamia utilizaban los reciprocos para
efectuar una division o resolver ecuaciones. Por esta razon se han encontrado numerosas
tablillas con listas de inversos, las cuales eran utilizadas en las escuelas como
herramienta de calculo. En la siguiente figura mostramos una de estas tablillas, de la
cual hemos reproducido su contenido.
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2 0;30
3 0;20
4 0;15
5 0;12
6 0;10
8 0;7:30
9 0;6:40
10 0;6
12 0;5
15 0:;4
16 0;3:45
18 0;3:20
20 0;3
24 0;2:30
25 0;2:24

Figura 4.6: 1zquierda: Tablilla de reciprocos. Derecha: Reproduccion de su contenido.
Fuente: http://www.beanlogic.es/sumerios/matematicas.php

La Divisién en el Sistema Sexagesimal Babilonico

En Mesopotamia no se habia desarrollado un algoritmo para la division entre dos
numeros a y b, sino que basaban su célculo en el hecho de que

a 1

_:a X —

b b
Asi, para efectuar la division, multiplicaban el dividendo por el reciproco del divisor. Es
por ello que, para facilitar los calculos, contaban con tablas que contenian los reciprocos

de los nimeros que aparecian con mayor frecuencia en la vida préctica.

Ejemplo 4.16

Basandose en la Tabla de reciprocos de la Figura 4.6, efectuar las siguientes divisiones
segun el Sistema Babildnico:
2) 8:02

3

28 :01:04
25

Solucién

b)

1

a) Observando la Tabla de reciprocos, tenemos que —=0;20 . Por lo tanto

3
%:8:02x%:(8:02)><0;20

Para calcular este producto, aplicamos la Propiedad 4.9, inciso 2). Para ello efectuamos
el producto (8 :02)x20 .
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02

x 20

02 40 40

Luego, (8 :02)x20 =2 :40 :40 . En consecuencia, (8 :02)x 0;20 =2 :40;40

Es decir, 8 :302 =2:40:40

b) De acuerdo a la Tabla de reciprocos, resulta que % =0;2:24 .Por lo tanto

28:01:04 1
T —(28:01:04)x—=(28:01:04)%x(0:2:24
= s = )x(0:2:24)

Nuevamente aplicamos la Propiedad 4.9, inciso 2). Efectuamos entonces el producto
(28:01:04)x(2:24)

1
28 01 04
X (2 : 24)
11 12 25 36
56 02 08 —
01 07 14 33 36

Luego

(28:01:04)x(2:24)=01:07 :14:33:36
En consecuencia,

(28:01:04)x(0;2:24)=01:07 :14;33:36
Es decir

28:01:04

=01:07 :14:33:36
25

Finalizamos este capitulo mencionando que en la antigua Mesopotamia se elaboraron
también tablas de raices cuadradas y vislumbraron lo que luego seria el Teorema de
Pitagoras. En efecto, una tablilla que data aproximadamente de 1800 a.C., conocida
como la Tablilla Plimpton 332, prueba que en Babilonia se descubrio el secreto de los
triangulos rectdngulos (que el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos). Esto significa que conocian el Teorema de Pitagoras, muchos
siglos antes que Pitagoras (580 - 495 a.C.) lo descubriera. Este hecho, junto con la
invencion del primer Sistema de Numeracion Posicional, ha conducido a los
historiadores a afirmar que la Matematica Mesopotamica alcanzo un nivel mas alto que

la del Antiguo Egipto.
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Capitulo 5

Resolucion de los primeros problemas matematicos

Al comienzo del segundo milenio antes de Cristo, las culturas de Egipto y de la
Mesopotamia habian establecido una Matematica compleja y eficaz, que podia ser
aplicada de una manera efectiva a los problemas de la sociedad en cuestion. Como
Egipto y Mesopotamia eran en esa época estados burocraticos altamente centralizados,
con un comercio interior y exterior desarrollado, cabe esperar que los problemas que
tratasen unos y otros fueran similares. De hecho, la mayoria de los historiadores de la
Matematica califican, generalmente, de practica o empirica a la Matematica de estos
dos pueblos. Sin embargo, la forma de resolver un mismo problema matematico son
muy diferentes en cada una de estas culturas. En este capitulo analizaremos dos
problemas matematicos planteados en aquel entonces y veremos como fueron resueltos
empleando la Matematica Egipcia y la Mesopotamica. Debido a que en dichos
problemas figuran ciertas unidades de medida utilizadas en aquella época, las
mencionaremos previamente.

Algunas unidades de medida del Antiguo Egipto

Unidades
Nombre Equivalencia Simbolo
hegat Unidad de capacidad. Ao
Equivale a 4.54 litros ol
khar 20 heqgat 4&'\.&?
100-cuadruple-heqat 400 hegat
Codo Unidad de longitud. 4; o
Jo—

Equivale a 52 cm

Codo® Unidad de volumen.

Equivalea 1 % khar

De estas unidades de medida deducimos que

1
1 khar= 20 100-cuédruple-heqat

El hegat sirvié para medir la capacidad de almacenar granos de trigo o cebada, dos
alimentos fundamentales en la cultura egipcia. Por ejemplo, 1/320 hegat representa la
cantidad de granos que un hombre puede llevarse a la boca.

El codo fue una unidad empleada en muchas culturas por su origen antropométrico. En
casi todas ellas era la distancia que mediaba entre el codo y el final de la mano abierta.
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Algunas unidades de medida de la Antigua Mesopotamia

Unidades
Nombre Equivalencia
quno sila Unidad de capacidad.
Equivale a 1 litro
sutum 10 litros
panum 60 litros
codo Unidad de longitud.
Equivale a 52 cm
nindan 12 codos
Codo® Unidad de volumen.

Equivale a 6 silas

El problema de los dos graneros

Una de las tareas fundamentales, tanto en Egipto como en Mesopotamia, consistia en la
acumulacion de reservas de grano de trigo o cebada y su almacenamiento en
graneros, tanto para su distribucién en tiempos de escasez como para controlar su
posterior distribucién a templos, trabajadores de la construccién y poblacion en general.
No ha quedado rastro alguno de estos graneros, tan solo dibujos y grabados sobre piedra
o arcilla que testimonian la forma que tenian. Generalmente eran cilindricos y algunos
de ellos terminaban en una pequefia ctpula con un orificio en su parte superior donde se
volcaban los granos.

Figura 5.1: Izquierda: Un modelo reducido de graneros egipcios en barro cocido. Son cilindricos y
abiertos en su cima. Fuente: https://personal.us.es/cmaza/egipto/volumenl.htm
Derecha: Impresion de un sello que data del cuarto milenio a.C. hallado en Elam (actual suroeste de
Ir&n). Representa un obrero llenando un silo. Fuente: Referencia [1]

He aqui los dos primeros documentos que examinaremos. Ambos datan del segundo
milenio antes de Cristo. Las palabras que figuran dentro de un paréntesis son afiadidas,
para una mejor comprensién del texto.
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Texto egipcio

Ejemplo para hacer un granero redondo
de 9 (y de) 10.

Restaras 1/9 de 9: 1.

Resta: 8.

Multiplica 8 por 8; resulta 64.
Multiplicaras 64 por 10; resulta 640.
Afiddele su mitad; resulta 960.

Su cantidad en khar.

Tomarés 1/20 de 960: 48.

Texto babil6nico

El procedimiento para un tronco.

5 codos era su diametro y 1 su
profundidad.

¢ Cuanto vale en medida de granos?
En tu procedimiento:
Pon la profundidad
didmetro.

Triplica 5, el didmetro; eso asciende a 15.
15 es la circunferencia del “tronco”.

tanto como el

Cuadrado de 15; eso asciende a 3:45.
Multiplica 3:45 por 0;5, el igigubbum del
circulo; eso asciende a 18;45 como
superficie.

Multiplica 18; 45 por 1, la profundidad;

El montante de 100-cuadruple heqat;
Trigo: 48 hegat.

Forma de su procedimiento

1 8 1 64 110 96 eso asciende a 18;45 como volumen.
2 16 \0 640 \1/20 48 Multiplica 18; 45 por 6 (el igigubbum de)
4 32 la medida de grano; eso asciende a
\8 64 \1/2 320 1:52:30.
Total 960

El tronco contiene 1 panum, 5 sutum, 2
1/2 qum de grano.

Este es el procedimiento.

Antes de realizar el andlisis detallado de estos textos, podemos hacer algunas
observaciones relativas a la forma de presentacion de los problemas matematicos. Lo
primero que salta a la vista es la ausencia de simbolismos, ecuaciones y férmulas,
caracteristicas de los escritos modernos. Solo hay palabras y nimeros. Pero al leer, nos
encontramos con un claro desafio surgido de las necesidades de la vida cotidiana: poder
calcular la capacidad de un granero cilindrico de determinadas dimensiones, aunque las
unidades de medida sean dificiles de identificar a menudo. Luego del enunciado del
problema le sigue una solucién, etapa por etapa, con la respuesta final. Todos los textos
matematicos de la época presentan las siguientes caracteristicas:

m Se emplea la retdrica, en el sentido de que los problemas se expresan en palabras, a
menudo las del lenguaje cotidiano, y no mediante simbolos.

m Su presentacion es numeérica, ya que los datos y resultados son nimeros concretos y
no abstracciones.

m Su resolucion es algoritmica, pues se indican claramente los pasos a seguir para llegar
a la solucion y sin demostraciones generales.

m Los problemas se introducen como un “ejemplo”, algo tipico tanto de la cultura
egipcia como de la mesopotamica.
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m El alumno puede resolver problemas similares con solo modificar los valores
NnuUMEricos.

m Los problemas estdn escritos en segunda persona (se interpela directamente al
estudiante), algunas veces en futuro y otras veces en imperativo.

El contexto en que se inscriben estos textos nos permite observar otros puntos de
contacto. Cada uno de ellos esta extraido de una coleccion de problemas, reunidos,
respectivamente, en un papiro y una tablilla de arcilla. Sin duda, tales colecciones se
usaban como manuales escolares.

5.1 Analisis del texto egipcio

El texto corresponde al Problema N°41 del Papiro de Rhind. Este problema trata de un
granero cilindrico cuyas dimensiones se describen como 9 y 10. Como es habitual en la
Matematica antigua, las unidades de medida que se utilizan en el problema no se
indican explicitamente, a menos que difieran de la unidad basica. Para las medidas de
longitud, la unidad bésica en Egipto es el codo, que es, por lo tanto, la medida usada en
este texto. Asi que tenemos un cilindro de 9 codos de diametro y 10 codos de altura. La
pregunta, aunque no se expresa, queda clara segun las instrucciones: consiste en hallar
el volumen del granero, no en codos cubicos, una medida que so6lo existia como etapa
intermedia en la solucién de un problema, sino en una unidad de medida préctica, que
en esta ocasion es la capacidad en granos de trigo. El algoritmo que se usa para ello
guedara mas claro para nosotros si representamos sus etapas sucesivas bajo una forma
ligeramente simbdlica:

NuUmero Célculo Operacion
de etapa

Céalculo del volumen:

1 19 x9=1 Multiplicacion
2 9-1=8 Resta
3 8x 8 =64 Multiplicacion; da por resultado el area

de la base en codos?

4 64 x 10=640 Multiplicacion; da por resultado el
volumen del granero en codos®

Conversion de codos® a khar:

5 640 + %X 640=960 Capacidad del granero en khar

Conversion de khar a hegat:

Multiplicacion; da por resultado la

1
6 il =4
20 xe=te capacidad en 100-cuddruple-hegat
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Las lineas que siguen, bajo el titulo Forma de su procedimiento, representan los
métodos de célculo que el escriba debe realizar para obtener los resultados que se
muestran en cada etapa. Veamos detalladamente cémo se obtienen estos resultados,
utilizando la aritmética egipcia.

Etapa 1

Se multiplica la fraccion 1/9 por el diametro del circulo, que en este caso es 9. Es decir,
se calcula

£>< 9

9
El resultado da 1, por el inciso 5) de la Propiedad 3.15.

Etapa 2

Al valor del diametro se le resta el resultado obtenido en la Etapa 1:
9-1
El célculo de esta resta se efectlia segun lo detallado en la pag. 28, del siguiente modo:

i
AI

Obviamente, obtenemos por resultado 8. Los egipcios, al igual que los babilonios, no
registraban las operaciones de suma y resta, ya que las consideraban muy elementales.

Etapa 3
Se multiplica por si mismo el resultado obtenido en la Etapa 2. Es decir, se calcula

8x 8
El calculo detallado se encuentra en las dos primeras columnas, debajo de la mencion
Forma de su procedimiento. De acuerdo al método egipcio de multiplicacion, explicado
en la pag.30, para efectuar este producto armamos una tabla con dos columnas. La
primera columna comienza con 1, mientras que la segunda se inicia con el primer factor,
que en este caso es 8.

Técnica
8 Inicializacion.
16  Duplicar la fila anterior.
32  Duplicar lafila anterior
\8 64  Duplicar la fila anterior

G R

Asi, el resultado del producto es 64, que es el area de la base del granero. Se suele
escribir el trazo “\” para indicar el final de una operacion.

Etapa 4

Se calcula el volumen del granero, multiplicando el area de la base por su altura, que en
este caso es 10. Es decir,
64x10
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Aqui se aplica la técnica de decuplicacion, explicada en el inciso 1) del Ejemplo 3.7.
Este calculo quedd registrado en la tercera y cuarta columna, debajo del titulo Forma de
su procedimiento:

Técnica
1 |64 Inicializacion.
\10 | 640 Decuplicar la fila anterior.

Etapa 5

El volumen del granero, que resulté igual a 640 codos®, es expresado ahora en khar.
Teniendo en cuenta que

1 codo® =1 % khar
Entonces

640 codo® = 640><(1 %) khar :640>{1+ %) khar:(640 +%x640) khar

, , . . 1
Por lo tanto, al nimero 640 se le sumara su mitad. Para ello se calcula primero E><640

utilizando la Técnica de Desduplicacion, explicada en la pag. 51, del siguiente modo:
Descomponemos el numero 640, separando las unidades y decenas de las centenas, a fin
de aplicar la Tabla de Duplicacion y la Técnica de Descentuplicacion:

L 4640 = 2x(600 +40) = = x600 += x40 =100 x = x ——x600 +20 =
2 2 2 2 2 100

=100 x%xG +20 =100 x3 +20 =300 +20 =320

En consecuencia

%x640 =320

La ejecucidn de esta desduplicacidn aparece en el texto egipcio, debajo del titulo Forma
de su procedimiento, y tiene la forma siguiente:

Técnica
1 640 Inicializacién. Esta fila no figura en el texto egipcio.

\1/2 | 320 Desduplicar la fila anterior.

Finalmente se calcula 640+320, segin lo explicado en la pag.19, de la siguiente
manera:
996 NNNN

Obteniendo por resultado 960:

99999 NNNN
9999 NN
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Como mencionamos anteriormente, los egipcios no registraban las operaciones de suma
0 resta, por considerarlas demasiado simples.

Etapa 6

La capacidad del granero, que resultdé igual a 960 khar, es expresado ahora en
100-cuadruple-hegat. Como

1 khar= 21—0 100-cuadruple-hegat
Entonces

960 khar = 21—0 x960 100-cuadruple-hegat

Para calcular 21—O><960 , se utiliza la Técnica de Desdecuplicar (multiplicar por 1/10) y

Desduplicar (multiplicar por 1/2), detallada en la pag. 52. Luego, este producto se
resuelve del siguiente modo:

i><960 =£xix960

20 2 10
Los detalles de esta cuenta también se encuentran en las dos Ultimas columnas, debajo

del titulo Forma de su procedimiento:

Técnica
1 960 Inicializacion. Esta fila no figura en el texto egipcio.
1/10 96 Desdecuplicar la fila anterior.
\ 1/20 48 Desduplicar la fila anterior

Por lo tanto, la capacidad del granero es de 48 100-cuadruple-heqat.

Observacién 5.1

Del analisis del algoritmo planteado en el texto egipcio, podemos deducir que los
egipcios conocian la formula del volumen de un cuerpo cilindrico, ya que en la Etapa 4
del algoritmo, el volumen se calcula efectuando la multiplicacion entre el area de la
base y la altura del granero. Por otro lado, cabe preguntarnos: ;qué relacion existe entre
la formula egipcia del &rea de un circulo y la que conocemos actualmente? Antes de
responder a esta pregunta, generalizaremos el texto egipcio para cualquier valor de
diametro y altura.

Analisis del texto egipcio: Caso general

Reescribiremos el algoritmo egipcio de forma mas abstracta. Representaremos con d al
diametro del cilindro y por h a su altura (ambas medidas estan expresadas en codos). De
este modo, el texto egipcio se generaliza asi:
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NGmero de Calculo Operacién

etapa
Célculo del volumen:
1
—xd
1 9
1
d-—xd
2 9
1 1 Da por resultado el area de la
3 d —§Xd x| d —§Xd base en codos’
1 1 Da por resultado el volumen del
4 d —§Xd x| d —§Xd xh granero en codos®
Conversién de codos® a khar:
1 1 1 Capacidad del granero en khar
5 d—-—=xd [x|d—-—=xd |xhx|1+=
9 9 2
Conversién de khar a hegat
6 1 1 1 1 Da por resultado la capacidad
20 x (d 9 xd jx (d 9 xd jx h x (1 + Ej en 100-cuédruple-heqat

De las Etapas 3 y 4 concluimos que en el antiguo Egipto aplicaban las siguientes
formulas:

Area de un circulo: (d —éxd}x[d —%xd)

Volumen de un cilindro: (d —éxd)x(d —%xdj-h

Donde

d : Didmetro del circulo
h : Altura del cilindro

Relacion entre la formula egipcia del area de un circulo y la conocida actualmente

En la formula egipcia del &rea de un circulo, considerando que d =2r, donde r es el
radio del circulo, tenemos que

(d —lxd)X(d —ixdj:(gxd)x(gxd):%xdz :%X(ZF)Z :%x 4xr? :@xrz
9 9 9 9 81 81 81 81
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Por lo tanto

Area de un circulo = 256

Observemos que
2%6 _ 3.1604938
81

Luego
Area de un circulo =3.1604938 r?2

Como comprobamos en esta férmula, el area del circulo se calcula multiplicando el
cuadrado del radio por una fraccion constante 256/81, que se aproxima bastante al
namero 7. Esta formula es muy similar a la que aplicamos actualmente, pero utilizando
7 en lugar de la fraccion 256/81.

¢Conocian los egipcios el namero z?

Hasta el dia de hoy, no se ha encontrado ningun documento en el antiguo Egipto que
muestre indicios acerca de la existencia del nimero m. De haberlo conocido, lo habrian
expresado como suma o resta de numeros naturales y/o cuantavos, ya que éstos eran los
Unicos numeros que manejaban.

Lo que es seguro es que la constante m estaba completamente fuera del marco
conceptual de los escribas egipcios, que no estaban familiarizados con la formula

Area=rr?. Sin embargo, desde la perspectiva actual y si hay que asignar un valor
implicito a m, éste seria de 256/81 =~ 3,1605, una excelente aproximacion para hace
cuatro mil afos.

El mismo problema, con otros datos

El texto que sigue también fue extraido del Papiro de Rhind. Se trata del mismo
problema que analizamos recientemente, pero con otros datos:

El sequndo silo

Un granero redondo de 10 (y de) 10.

Restaras 1/9 de 10: 1 1/9.

Resta: 8 2/3 1/6 1/18.

Multiplicaras 8 2/3 1/6 1/18 por 8 2/3 1/6 1/18; resulta 79 1/108 1/324.
Multiplicaras 79 1/108 1/324 por 10; resulta 790 1/18 1/27 1/54.
Afadele su mitad; resulta 1185.

Su cantidad en khar.

Multiplica 1/20 por 1185: 54 1/4.

Eso es lo que va a entrar en 100-cuadruple heqat;

Trigo: 54 1/4 100-cuédruple heqat.
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Los detalles de como debe proceder el escriba para obtener estos resultados figuran
también en el papiro, organizados en la siguiente tabla titulada Forma de su
procedimiento:

Forma de su procedimiento

1 8 2/3 1/6 1/18
2 17 2/3 1/9
4 35 1/2 1/18
\8 71 1/9
\ 2/3 5 2/3 1/6 1/18 1/27
1/3 2 2/3 1/6 1/12 1/36 1/54
\1/6 1 1/3 1/12 1/24 1/72 1/108
\1/18 1/3 1/9 1/36 1/72 1/216 1/324
Total 79 1/108 1/324
1 79 1/108 1/324
10 790 1/18 1/27 1/54
[1 790 1/18 1/27 1/54 ]
1/2 395 1/36 1/54 1/208
Total 1185
[ 1 1185 ]
\ 1/10 118 1/2
\ 1/20 59 1/4

Las filas que aparecen entre corchetes no figuran en el Papiro de Rhind; sélo fueron
agregadas para facilitar la comprension del procedimiento de calculo.

Recordemos que el trazo “\” sirve para indicar el final de una operacion.

Como vemos, el problema es el mismo que antes: se trata de calcular el volumen (en
una unidad de capacidad en granos) de un granero cilindrico. Lo Unico que ha cambiado
es el diametro: de 9 codos se ha convertido en 10 codos. Pero habra una gran diferencia
en lo que respecta a los calculos, como veremos a continuacion.

En la forma esquematizada que habiamos introducido antes, el algoritmo se presenta
como sigue:
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NUmero Calculo Operacion
de etapa

Calculo del volumen:

1 1/9 x 10=1 1/9 Multiplicacion
2 10 -1 1/9=8 2/3 1/6 1/18 Resta
3 (8 2/3 1/6 1/18)x(8 2/3 1/6 1/18)= Multiplicacion; da por

resultado el area de la

—79 1/108 1/324 base en codos?

4 (79 1/108 1/324)x10 =790 1/18 1/27 1/54 Multiplicacion; da por
resultado el volumen del

granero en codos®

Conversion de codos® a
khar:

5 (790 1/18 1/27 1/54)+ Capacidad del granero

1 en khar
+EX (790 1/18 1/27 1/54):1185

Conversion de khar a
heqgat:

6 LX 1185=59 1/4 Multiplicacion; da por
20 resultado la capacidad
en 100-cuédruple-heqat

Veamos detalladamente como se obtienen estos resultados, utilizando la aritmética
egipcia.

Etapa 1

Se multiplica la fraccion 1/9 por el diametro del circulo, que en este caso es 10. Es
decir, se calcula
10 ><£
9
La explicacion de como se efectud esta operacion no figura en la Forma de su
procedimiento del Papiro de Rhind. Aqui mostraremos la técnica empleada:
Primeramente efectuamos la division 10:9

Doble | Doble
1 9
2 18 (>10) Terminar
Por lo tanto
Cociente: 1
Resto: 10— 9=1
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Aplicando el inciso 1) de la Propiedad 3.15 resulta

10x£:1+1><£=1+ £
9 9 9

Es decir
10 x l =1 l
9 9
Etapa 2
Al valor del diametro se le resta el resultado obtenido en la Etapa 1:
10 -1 1
9

Es decir, se calcula

10 —[1 +£j =10-1 —3:9 1
9 9 9
Nuestro problema se traduce entonces en calcular
9 L1
9
Como en la parte Forma de su procedimiento no se explicita ningln procedimiento para
la resta entre un nimero natural y una fraccion, la técnica mediante la cual se realizaba
esta operacion se ha podido reconstruir gracias a otros papiros hallados. En base a estos
documentos, haremos esta operacion tal cual la realizaban los egipcios:
Multiplicamos la expresion a restar por el denominador de la fraccion, que en este caso
es 9:

9 x(g —ijzg x9 -9 x£:8l -1=80
9 9

9 x(g —£j=80
9

A continuacion multiplicamos por la fraccion 1/9 y obtenemos

l><9 x(g —lj:£x80
9 9 9

Es decir

Luego
1 1
9 -—— |=80x— I
(9-5 003 0

Ahora bien, para calcular 80 xé efectuamos la division 80:9, elaborando la tabla:

Doble Doble
1 9
2 18
4 36
8 72
16 144 (>80) Terminar

93



Entonces
Cociente: 8
Resto: 80— 72 =8

Aplicando el inciso 1) de la Propiedad 3.15 resulta

80xL 818 xL 1]
9 9

Para calcular 8 x% , hacemos uso de la Tabla 2/n y del inciso 4) de la Propiedad 3.15:

8><£=2><2><2><£:2><2>< £+i =2x 2><£+2><i =2x £+l =
9 9 6 18 6 18 3 9

=2x l+l :2><£+2><£:3+£+L
9 3 9 3 6

3 18
Por lo tanto
8X£:£+£+i [IV]
9 3 6 18
Sustituyendo [IV] en [111] obtenemos
80x£:8 +g+£+i [V]
9 3 6 18
Finalmente, reemplazando [V] en [1] resulta
9 1 =8 +3+£+L
9 3 6 18
Es decir
10 -1 l= +2+£+_
3 6 18
Que transcripto como una yuxtaposicién queda
011t-g2 1t 1
9 3 6 18

Etapa 3

Se halla el area de la base del granero. Para ello se multiplica por si mismo el resultado
obtenido en la Etapa 2. Es decir, se calcula

g 2L 1) (g2 1 1
3 6 18 3 6 1
g 2L 1) (g2 1 1) (g,2, 1, 1 (g 2,2, 1)
3 6 18 3 6 18 3 6 18 3 6 18

2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
=8x|8+—+—+— [+—X%X|8+—4+—+— [+ —%X|B8+—+—+— |+ —X%| B+ —+—+—
3 6 18 3 6 18) 18

Primer término Segundo término Tercer término Cuarto término



Entonces el escriba resuelve primero cada término y luego los suma. Estos calculos
figuran en las nueve primeras filas de la tabla titulada Forma de su procedimiento.

Para facilitar la comprension del procedimiento empleado en el papiro, organizaremos
los datos y los célculos en las siguientes tablas:

Primera Tabla: calculo del primer término

Técnica
1 8 2/3 16 1/18 Inicializacion
2 17 2/3 1/9 Duplicar la fila anterior
4 35 1/2 1/18 Duplicar la fila anterior
\8 71 1/9 Duplicar la fila anterior

Total primer término: 71 1/9

Los datos contenidos en esta tabla se pueden corroborar en los siguientes calculos
auxiliares.

Célculos auxiliares

Fila 2:
Aplicando los incisos 1), 2), 4) y 5) de la Propiedad 3.15 obtenemos

2 % 8+g+£+i =2x8+2x3+2x£+2xi:16 +4x£+l+l=
3 6 18 3 6 18 3 3 9

=16 +1+£+£+£:17 +g+£
3 3 9 3 9
Fila 3:
Aplicando los incisos 1) y 6) de la Propiedad 3.15, junto con la Tabla 2/n obtenemos
=2x|17 +3+l =2x17 +2 xg+2x£=34+4><£+2x£:
3 9 3 9 3 9

:34+l+£+£+i:35+£+i
3 6 18 2 18
Fila 4:

Aplicando los incisos 4) y 5) de la Propiedad 3.15, resulta
2 x| 35 +£+i =2x35+2 ><£+2 xi:70 +1+£:71+£
2 18 2 18 9 9

Segunda Tabla: calculo del segundo término

Técnica
1 8 2/3 16 1/18 Inicializacion
231 5 2/3 1/6 1/18 1/27 Multiplicar fila anterior por 2/3

Total segundo término: 5 2/3 1/6 1/18 1/27
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Calculos auxiliares

Fila 2:
Aplicamos los incisos 1) - 5) de la Propiedad 3.15, junto con la Tabla 2/n:

2 2 1.1 2 2 2 21 2 1 1 1 1 1 1 1 1
—x|8+— — ==X+ X+ —x—+—x—=16X—+—+ -+ —x2X—F+—Xx2x—=
3 3 6 18 3 3 3 3 6 3 18 3 3 9 3 6 3 18
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1
=S5 +—+—F+—+—x—4+—x—=5+—F+—F—4+—F+—=5+—4+2x—+—=
3 3 9 3 3 3 9 3 3 9 9 27 3 27
2 1 1 1
=54+ —4+—4+—+—
3 6 18 27
Tercera Tabla: calculo del tercer término
Técnica
2/3 5 2/3 1/6 1/18 1/27 Obtenido de la Gltima fila de la

Segunda Tabla
1/3 2 2/3 1/6 1/12 1/36 1/54 Multiplicar fila anterior por 1/2
\1/6 1 1/3 1/12 1/24 1/72 1/108 Multiplicar fila anterior por 1/2

Total tercer término: 1 1/3 1/12 1/24 1/72 1/108

Calculos auxiliares

Para el célculo del tercer término aplicamos la Técnica 2/3, explicada en la pag.53, y
aprovechando el célculo del segundo término. Es decir,

1 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 1
—x|8+—F+—+— [==X—x—X|B8+—+—F+— |=—x=X|S+—+—F+—+—
6 3 6 18 2 2 3 3 6 18 2 2 3 6 18 27

Calculado en la
segunda Tabla

Fila 1:

Se obtuvo de la Segunda Tabla, cuando calculamos el segundo término.

Fila 2:

Aplicamos los incisos 1), 3) y 7) de la Propiedad 3.15, junto con la Tabla de productos
de 2/3:

1 2 1 1 1 1 1211 1 1 1 1
— X5 +—F+—+—+— |==XD+—X—F+—X—F—X—F—X—=
3 6 18 27 2 2 3 2 6 2 18 2 27

11 1 1 1 2 1 1 1 1
=2+—+—+—+—+—=24+—+—+—+—+—
2 3 12 36 54 3 6 12 36 54
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Fila 3:
Aplicamos los incisos 2), 3), 4) y 5) de la Propiedad 3.15:

1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
2+ —+—+—F+—+— [==X2+ X —F X =+ —X——F—X—F—X——=
2 3 6 12 36 54) 2 2 3 2 6 2 12 2 36 2 54
1 1 1 1 1
=l4+—+—+—+—+—
3 12 24 72 108
Cuarta Tabla: calculo del cuarto término
Técnica

1/6 1 1/3 112 1/24 1/72 1/108 Obtenida de la tltima fila de
la Tercera Tabla

\1/18 | 1/3 1/9 1/36 1/72 1/216 1/324 Multiplicar fila anterior por 1/3

Total cuarto término: 1/3 1/9 1/36 1/72 1/216 1/324

Céalculos auxiliares

El cuarto término se calcula aprovechando el calculo del tercer término, es decir,

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
X|8+—+—+—|==x —x|8+—+—+—| =—x|1l4+—F+—+—+—
18 3 6 18) 3 6 3 3 12 24 72 108

Calculado en la terceratabla

L
12

1
24

1
72

1
108

1 1 1 1
—
36 72 216 324

=—x1 +—><—+£><
3

1 1 1 11
FEX X+ =X —+ =+
3 3 3 3 3 3 3 9

Finalmente, sumando los cuatro términos, obtenemos

— —j =/1+—+5 +g+—+—+—+1+
9 3

8§ &= =~ — il
( 3 6 18)( 3 18
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t—F—F—F—F—F—+— =719+ —+—
24 72 8 3 9 36 72 216 324 108 324
Etapa 4
Se calcula el volumen del granero, efectuando la operacién
10 x| 79 +L+L =10 x79 +10><L+10xi:790 +10 x L +10 x L
108 324 108 324 108 324

El resultado de este calculo se encuentra en las filas 10 y 11 de la tabla titulada Forma
de su procedimiento:

Técnica
1 79 1/108 1/324 Inicializacion
\10 | 790 1/18 1/27 1/54 Multiplicar fila anterior por 10
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Calculo auxiliar

Célculo de 10 ><L
108

Aplicamos los incisos 4) y 5) de la Propiedad 3.15, y la Tabla 2/n:

10 XL=5 X2 XL=5 xi:(Z X2 +1)><i:2><2 xi+i=2xi+i=
108 108 54 54 54 54 27 54

11112111

=—4—t+—=—x
18 54 54 18 54 18 27

Célculo de 10 XL
324

10 XLZS x2x——=5 xL:(Z X2 +1)><L=2 x2 XL-FL:ZXL-FL:
324 324 162 162 162 162 81 162

11112111

=t ——=—
54 162 162 54 162 54 81

Por lo tanto

10x[79+ 2+ 7004242 2 L
108 324 18 27 54 81

El escriba omiti¢ la fraccion 1/81 por considerarla un valor despreciable.

Etapa 5

El volumen del granero, que resulté igual a (790 +%+L+ij codos’, es expresado

en khar. Teniendo en cuenta que
1codo® =1 % khar

Entonces

790 +++ 2 1 ) codo® =[790 + 2+ 2+ L 1 L) khar -
18 27 54 18 27 54 2

:(790 +i+i+i)x(l +£j khar :(790 +L+L+ij+£x(790 +L+L+ij khar
18 27 54 2 18 27 54) 2 18 27 54

Considerando el inciso 4) de la Propiedad 3.15 y la Tabla 2/n tenemos que

790 +L+L+i +£>< 790 +i+i+i :790+L+L+i+395 +L+L+L:
18 27 54) 2 18 27 54 18 27 54 36 54 108

=1185+i+i+2xi+i+i=1185+L+L+L+L+L=
18 27 54 36 108 18 27 27 36 108

_1185 4+ 4ot 1 _gqgg,t 1111
18~ 27 36 108 18 18 54 36 108
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1185 +2 xi+i+i+L:1185 +£+i+i+L
18 54 36 108 9 54 36 108
El registro de este célculo se encuentra en las filas 12 y 13 de la tabla titulada Forma de

su procedimiento:

Técnica
1 790 1/18 1/27 1/54 Inicializacion
1/2 395 1/36 1/54 1/108 Multiplicar fila anterior por 1/2

Total suma 1185 1/9 1/36 1/54 1/108

Aqui el escriba omitié la parte fraccionaria de esta suma, considerando que la capacidad
del granero es de 1185 khar.

Etapa 6

La capacidad del granero, que resultd igual a 1185 khar, es expresado ahora en
100-cuadruple-hegat. Como

1 khar= 21—0 100-cuadruple-hegat
Entonces

1185 khar= 21—0><1185 100-cuadruple-hegat

Para calcular 21—0><1185 , se utiliza la Tecnica de Desdecuplicar (multiplicar por 1/10) y

Desduplicar (multiplicar por 1/2), detallada en la pag. 52. Luego, este producto se
resuelve del siguiente modo:

L><1185 :lxix1185

20 2 10
Los detalles de esta cuenta también se encuentran en las dos ultimas columnas, debajo
del titulo Forma de su procedimiento:

Técnica
1 1185 Inicializacidn. Esta fila no figura en el texto egipcio.
1/10 | 118 1/2 Multiplicar por 1/10 lafila anterior.
\1/20 | 59 1/4 Multiplicar por 1/2 la fila anterior

Por lo tanto, la capacidad del granero es de 59 1/4 100-cuédruple-hegat.

De este Gltimo problema expuesto, podemos afirmar que cuando los escribas egipcios
necesitaban realizar calculos complicados, recurrian a tablas predisefiadas. Sin embargo,
no podemos concluir que todos los problemas podian resolverse rapidamente. Asi, la
Etapa 4 de este ultimo ejemplo testimonia la dificultad que tenian para gestionar
fracciones complejas, incluso con las tablas: el escriba, sencillamente, ha despreciado el
ultimo cuantavo, 1/81.
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Abandonaremos ahora a los escribas del valle del Nilo para interesarnos por sus
contemporaneos de Mesopotamia. Analizaremos cOmo trataban éstos su version
personal del problema de los graneros.

5.2 Analisis del texto babilonico

El texto corresponde a una tablilla que data del segundo milenio a.C. Fue hallada en la
ciudad de Mari (Siria), situada a 400 km. de Babilonia. Por ese entonces Mari
pertenecia al Imperio de Babilonia. El texto contiene un problema similar al texto
egipcio. Se trata de un granero cilindrico de 5 codos de diametro y 1 codo de
profundidad. Se busca hallar el volumen del granero, no en codos cubicos, sino en la
cantidad de granos de cebada que puede almacenar el granero.

Antes de analizar el texto, cabe mencionar que una de las unidades de capacidad mas
utilizadas en Mesopotamia era la sila, equivalente a aproximadamente 1 litro. Es decir,

1 sila=1 litro
También existian otras unidades, a saber:

1 siclo =180 granos (de cebada)
1 sila=60 siclos

De estas dos ultimas igualdades resulta que

1 sila=60 %180 granos (de cebada) =10800 granos (de cebada)

Como 1 grano de cebada pesa aproximadamente 0.05 gramos entonces en 1 sila se
puede almacenar 10800 x 0.05 =540 gramos de cebada. En consecuencia,

En un recipiente de 1 litro o de 1 sila de capacidad hay 540 gramos de cebada.

Foérmulas que aplicaban en Mesopotamia para hallar el volumen de un granero

Del texto babilénico se pudo deducir que, para calcular el volumen de un granero
cilindrico, aplicaban la siguiente formula, bien conocida por nosotros:

V =S xh
Donde

V: Volumen del cilindro.
S: Area del circulo.
h: altura del cilindro.

Por otro lado, nosotros sabemos que el area del circulo se puede calcular en funcion de
su perimetro, en base a las siguientes férmulas:

P=xxd
S :LXPZ
A

Donde

P: Perimetro del circulo.
d: Didmetro del circulo.
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Sorprendentemente, los escribas mesopotamicos empleaban estas mismas formulas,
pero reemplazando el nimero =z (que desconocian) por el nimero 3. Es decir,
calculaban

P =3xd
S :LXP2
12

Pero 1/12(el reciproco de 12) es 0;5 en el Sistema Sexagesimal Babil6nico. En

consecuencia, para hallar el volumen de un cilindro, en Mesopotamia aplicaban las
siguientes formulas:

P =3 xd
S =0:5x P2
V =S xh
Donde
d: Diametro de la base h: Altura del cilindro

Cabe sefalar que, segun las investigaciones realizadas en 1969 por A.J. Smeur (véase
Referencia [15]), en Mesopotamia ya se sabia que el cociente entre la longitud de una
circunferencia y su didmetro, es una constante cuyo valor aproximado es 3.

Analisis del algoritmo empleado en el texto babilonico

Representamos las etapas sucesivas del texto babildnico bajo la siguiente forma
simbolica:

Numero Célculo Operacion
de etapa

Céalculo del volumen:

1 3x5=15 Multiplicacion. Se calcula el perimetro de
la circunferencia.

2 152 —3-45 Cuadrado del perimetro
3 3:45x0;5 =18;45 Multiplicacion; da por resultado el area
de la base en codos®

4 18;45x1=18;45 Multiplicacion; da por resultado el
volumen del granero en codos®

Conversion de codos® a silas:
5 18;45x 6 =1:52:30  y5lumen del granero en silas (o litros):
1:52; 30 silas =1 panum, 5 sutum, 2 1/2
qum.
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En el texto se hace referencia a la palabra “el igigubbum de”, y se refiere a la constante
que figura en una determinada formula. Por ejemplo, al namero 0;5 se lo llama “e/
igigubbum del circulo”, ya que es la constante que figura en la formula del area del
circulo. Veamos ahora cdmo se obtienen los resultados de cada etapa del algoritmo,
utilizando la aritmética mesopotamica:

Etapa 1

Se multiplica por 3 el didmetro del circulo, que en este caso es 5. Es decir, se calcula el
perimetro P del circulo:
P=3x5=15

Etapa 2
Se calcula el cuadrado del perimetro P, recurriendo a la Tabla de Cuadrados detallada

en la pag. 70. O bien se utiliza la Tabla de multiplicar por 15. De este modo, se obtiene
P2=152 =3:45
Etapa 3
Se halla el area del circulo, efectuando el producto
P2 x 0;5=(3:45)x 05
En este caso, s6lo en el segundo factor figura un “punto y coma”, y hay 1 cifra
sexagesimal después de el. Para hacer este calculo, primeramente resolvemos

(3:45)x5

03 45

18 45
Luego,
(3 :45)><5 =18 : 45

A partir de este resultado, corremos “el punto y coma” 1 lugar hacia la izquierda. De
este modo, obtenemos

(3:45)x 0;5=18;45
Asi, el area de la base del granero es igual a 18;45 codos?.

Etapa 4

Se halla el volumen del granero cilindrico. Para ello se multiplica el area de la base,
cuyo valor se obtuvo de la Etapa 3, por la altura del granero, que en este caso es igual a
1 codo. Por lo tanto

Volumen granero: 18;45 codos? x1 codo =18;45 codos®.
Etapa 5

Se expresa el volumen del granero en términos de otra unidad, utilizada por los escribas
para medir la capacidad de un recipiente para contener un grano: la sila. Como
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1 codo®= 6silas
Entonces

Volumen granero: 18;45 codos 3 4845 % silas=152;30silas

Célculo auxiliar

Para calcular 18;45 x6 , primeramente resolvemos (18:45 )x6

4
18 45
x 6

1 52 30

Luego,
(18:45)x6 =1:52:30

A partir de este resultado, corremos “el punto y coma” 1 lugar hacia la izquierda. De
este modo, obtenemos

(18:45 )><6 =1:52:30
Ahora bien, como

1 sila=1 litro

60 litros =1 panum
10 litros =1sutum
1litro =1qum

Entonces, si expresamos el nimero sexagesimal 1:52;30 en nuestro sistema decimal
resulta

1:52:30 silas =1:52;30 litros :(l %601 +52 x60° +30 x60 1 )Iitros =

:(60 +52 +%)Iitros =(60 +5 %10 +2 +%jlitros =60 litros +5 %10 litros + 2 %Iitros =

=1 panum + 5sutum + 2 % qum.

Observacion

Teniendo en cuenta que

1:52;30 silas =1:52;30 litros = [60 +52 +%Jlitros =112.5 litros
Y que ademas en un recipiente de 1 litro de capacidad se puede almacenar 540 gramos
de cebada, entonces el granero tiene una capacidad para almacenar
112.5 x540 gramos =60750 gramos = 60,750 kg. de cebada.

Analisis del algoritmo babilonico: Caso general

Reescribiremos el algoritmo babilonico de forma méas abstracta. Representaremos por d
al diametro del cilindro y por h a su altura (ambas medidas estan expresadas en codos).
De este modo, el texto babilénico se generaliza asi:
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NuUmero Célculo Operacion
de etapa

Céalculo del volumen:

1 3xd Multiplicacion. Se calcula el perimetro de
la circunferencia.

2 (3 «d )2 Cuadrado del perimetro

3 (3 «d )2 « 05 Multiplicacion; da gor resultado el area
de la base en codos

4 (3 %d )2 % 05 xh Multiplicacion; da por resultado el
’ volumen del granero en codos®

Conversion de codos® a silas:

5 (3 xd )2 x 0;5 xh x6 Volumen del granero en silas (o litros)

Un balance sobre la metodologia empleada por ambas civilizaciones

Como podemos comprobar, en el tratamiento de un mismo problema — el calculo del
volumen de un cilindro — las operaciones utilizadas por ambas civilizaciones son
diferentes. El centro del problema consiste en determinar el area de la base, que es un
circulo. Los egipcios utilizan la siguiente férmula para hallar el area de un circulo de

diametro d:
(d —lxd )x(d —ixdj
9 9

Los babilonios, en cambio, calculan dicha &rea aplicando la formula

(3 xd )2 x 0;5
Hay ya, pues, diferencias considerables en la metodologia empleada para resolver un
problema. Pero la distincion més seria aparece en torno a las técnicas. Alli donde los
egipcios aplican las técnicas fundamentales de duplicacion, decuplicacion,
desduplicacién y lo que hemos llamado la Técnica 2/3, los babilonios recurren a Tablas
de productos, de reciprocos y de cuadrados.
Esta diferencia de técnicas tiene un alcance considerable en lo que respecta a sus
consecuencias tanto pedagdgicas como conceptuales.
Ya que, para cada técnica, hay célculos faciles y calculos complicados. En el caso de
Egipto, podemos comprobar que las técnicas para multiplicar y dividir son sencillas.
Pero estas técnicas conducen rdpidamente a numeros fraccionarios, es decir, a
cuantavos. Y operar con fracciones tiene para ellos su grado de dificultad. Los egipcios
resolvian esta situacion construyendo tablas, para copiar de ellas el resultado necesario
y asi no haya que efectuar los célculos dificiles mas de una vez.
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Para los babilonios, en cambio, las técnicas para multiplicar y dividir son mas
complicadas que las egipcias. Aqui es, por tanto, donde cobra sentido el uso de tablas,
como las Tablas de multiplicar y la Tabla de reciprocos, que facilitan notablemente el
trabajo. Por otro lado, el Sistema Sexagesimal les permite trabajar con fracciones de una
manera mas sencilla. Pero el sistema es eficiente cuando se emplean técnicas cuyos
resultados tienen una expresion sexagesimal finita. Por ejemplo, la técnica para hallar el
reciproco de un numero puede dar lugar a un nimero que no tiene representacion
sexagesimal finita (como es el caso de 1/7). En estos casos, se halla una aproximacion
sexagesimal finita del numero, lo que puede provocar errores de célculo.

Podemos afirmar entonces que ambas civilizaciones han dado nacimiento, de manera
independiente, al uso de tablas para facilitar las técnicas de calculo.
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Conclusién

La Matematica y la Escritura nacieron al mismo tiempo y sus destinos han estado
estrechamente entrelazados debido a las necesidades materiales de una sociedad, como
por ejemplo, la necesidad de guardar registros de transacciones comerciales, de medir,
dividir y repartir.

En este Trabajo Final hemos mostrado como estas necesidades surgieron primeramente
en la Antigua Mesopotamia a principios del cuarto milenio a.C. y mas tarde en Egipto, a
fines del cuarto milenio.

Posteriormente, a comienzos del segundo milenio a.C., tanto en Mesopotamia como en
Egipto habian desarrollado una Matematica practica y empirica, basada en dos Sistemas
de Numeracion: el Sexagesimal Mesopotdmico y el Decimal Egipcio.

La influencia del Sistema Sexagesimal fue tal, que hasta el dia de hoy perduran rastros
de él. Por ejemplo, cuando medimos el tiempo o los angulos.

Hemos explicado de qué manera, en ambas civilizaciones, se efectuaban las operaciones
aritméticas basicas y como resolvian matematicamente algunos problemas provenientes
de situaciones de la vida real. Sus algoritmos y técnicas fueron los cimientos de la
Matematica que empleamos en la actualidad.

Si bien en ambas civilizaciones no desarrollaron demostraciones matematicas, sus
logros dieron el puntapié inicial para que en Grecia naciera la Matematica Teorica.

En este Trabajo Final hemos desarrollado también numerosos ejemplos que explican
detalladamente, paso a paso, el modo con que los egipcios y mesopotamicos efectuaban
las operaciones aritméticas.

Creemos que esto servira de incentivo para incursionar en el apasionante mundo de la
Matematica Antigua y comprender el proceso evolutivo del conocimiento humano.
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