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Capítulo 1 
Introducción al análisis de regresión 

 

El objetivo de esta tesis es realizar una lectura de los núcleos teóricos del artículo 
“Aplicación de la regresión lineal en un problema de pobreza”, el cual realiza un modelo 
de regresión lineal de una situación particular en el campo de la economía, la pobreza,  
con datos de los años 2010 y 2011 de las trece principales ciudades de Colombia 
obtenidos del Departamento Administrativo Nacional de Estadística (DANE), 
profundizando en el estudio de residuos y observaciones influyentes, para luego replicar 
dicho análisis con datos de Argentina obtenidos de la encuesta EPH del Instituto Nacional 
de Estadísticas y Censos (INDEC) y realizar una conclusión con los valores obtenidos.  

El procedimiento estadístico que se utiliza en el paper es el análisis de regresión. En el 
mismo hacen referencia a que el término regresión fue utilizado por primera vez como un 
concepto estadístico en 1877 por sir Francis Galton.  

A continuación, se presenta un breve resumen del contexto histórico en el cual aparece el 
concepto de regresión. 

Galton (1822-1911) estudió Medicina y Matemáticas en Londres y Cambridge, tenía una 
destacada facilidad para construir artificios mecánicos, habilidad que utilizó para 
construir sofisticados aparatos de medida. Tuvo obsesivo interés por medir, hacer 
recuentos y gráficos de fenómenos de antropología, biología, genética, sociología y 
psicología. A lo largo del periodo 1865-1890, su principal interés fueron los estudios 
empíricos de las leyes de la herencia por medio de métodos estadísticos. 

Darwin, primo de la esposa de Galton, le propuso estudiar algún método que pudiese dar 
soporte a su teoría de la evolución, tratando de comparar las características físicas de los 
hijos con las de sus padres, pues si estos caracteres se heredan se confirmaría su hipótesis 
de que las características de los sujetos mejor adaptados pasarían de una a otra generación. 
Galton acepta el reto, pero, al no tener suficientes datos humanos diseñó un experimento 
con semillas de guisantes para estudiar la distribución de los pesos de las semillas en dos 
generaciones. Observó que la distribución de los pesos era normal, seleccionó siete 
grupos, conteniendo cada grupo 70 semillas del mismo peso. Pidió a siete amigos de 
diferentes partes del país que cultivaran un grupo de semillas y que le enviaran las 
semillas cosechadas. Sus conclusiones fueron: 

 El peso medio de las semillas hijas era función lineal del peso de las semillas 
padres con una pendiente menor que la unidad, es decir, el peso medio de las 
semillas cosechadas se desvía menos de la población media que de los padres. Por 
tanto, los padres de peso 𝑀 + 𝑥 producen hijos adultos de peso medio 𝑀 + 𝑟. 𝑥 , 
para 0 < r < 1. 

 Para cada grupo de semillas padres, el peso de las semillas cosechadas estaba 
normalmente distribuido. El peso de los hijos, debido a la variación aleatoria de 
entre hijos del mismo grupo de padres, llega a ser 𝑀 + 𝑟. 𝑥 + 𝑦. 

 La desviación probable del peso de las semillas cosechadas es la misma para todos 
los grupos y más pequeña que la desviación probable del peso de las semillas 



padres. Esta es la propiedad que hoy día se conoce como homocedasticidad u 
homogeneidad de las varianzas. 

Galton continuó realizando estudios para concluir que la estatura de los hijos regresa hacia 
la media de la población y de ahí surge el término regresión que, desde entonces, se utiliza 
para designar cualquier relación estadística y a la mencionada recta de regresión que más 
se ajusta a una distribución otorgada. 

El paper menciona la terminología de la regresión donde la variable que se va a predecir 
se llama dependiente, a explicar, o endógena; y las variables que se usan para predecir el 
valor de la variable dependiente se llaman independientes, explicativas o exógenas. Y 
remarca que, en general, existen cuatro posibles formas en que las variables se pueden 
relacionar: Relación lineal directa, relación lineal inversa, relación no lineal directa y 
relación no lineal inversa. De acuerdo con la estructura formal y funcional de la relación 
se puede decidir qué ecuación se debe emplear, cuál ha de ser la ecuación que mejor se 
ajusta a los datos y cómo debe validarse la significancia estadística de los pronósticos 
realizados. 

En la aplicación del modelo de regresión lineal que desarrolla el paper, utiliza los datos 
de una muestra real, extraídos de un comunicado de prensa del Departamento 
Administrativo Nacional de Estadística (DANE) que revela el porcentaje de pobreza, 
pobreza extrema y el coeficiente de Gini (indicador de la desigualdad económica en una 
población) en los años 2010 y 2011 de trece de las principales ciudades de Colombia. 

En el caso de argentina el instituto encargado de recolectar los datos es el INDEC 
(Instituto Nacional de Estadísticas y Censos), la encuesta que mide la pobreza tanto de 
las personas como de los hogares es la Encuesta Permanente de Hogares (EPH) la cual 
comprende una extensa muestra de hogares tomada en los principales aglomerados 
urbanos del país. En su contenido brinda datos sobre la situación laboral y social de la 
población urbana de la Argentina. Para realizar esta encuesta, trabajan 250 encuestadores 
previamente capacitados especialmente para realizar esa tarea a través de visitas 
personales en cada una de las viviendas seleccionadas en la muestra. Se utilizan tres 
cuestionarios: uno para obtener datos de la vivienda, otro sobre el hogar y otro para cada 
uno de los individuos de 10 años y más. Para este estudio se tomarán los datos 
recolectados del cuestionario individual el cual permite relevar atributos de las personas 
en cuanto a sus características ocupacionales y de ingreso. Una vez obtenida esta 
información, se compila la totalidad de los datos y difunde los resultados a nivel de “Total 
de Aglomerados Urbanos” y por cada uno de los “Aglomerados”. Estos resultados se 
publican trimestralmente en informes de prensa y base de microdatos en la página web 
del INDEC. 

Antes de desarrollar como se analizan los datos obtenidos de la encuesta mencionada 
anteriormente, es importante entender el concepto de pobreza, el paper no hace mención 
de este concepto, por este motivo brevemente se presentará la definición. El término 
pobreza hace referencia, en líneas generales a carencias o privaciones, refiere a la 
incapacidad de una persona para alcanzar un mínimo nivel de vida, un umbral conocido 
como línea de pobreza. Se pueden definir tres tipos de pobreza de acuerdo a las variables 
que se tomen para analizarla, pobreza de ingresos (se mide el nivel de vida a partir de una 
sola variable monetaria), pobreza multidimensional (se mide la combinación de variables 
que capten distintos aspectos del nivel de vida de la persona y su acceso a bienes, servicios 
y derechos) y pobreza crónica (condiciones de vida permanentemente bajas, carencias 
persistentes que no pueden ser superadas, incluso en contextos de alto empleo y mayor 
prosperidad económica general).  



El caso de estudio refiere a la pobreza de ingresos, una persona se considera pobre si su 
ingreso no supera un determinado valor monetario conocido como línea de pobreza o 
indigencia. El ingreso relevante no es el propio, sino el ingreso total del hogar al que 
pertenece la persona en cuestión, dividido por algún factor que capte la estructura 
demográfica del hogar. En el caso argentino se divide al ingreso total familiar por la suma 
de adultos equivalentes del hogar. Esta metodología de estimación de pobreza e 
indigencia que aplica INDEC se basa en el “método de la línea”: la situación de indigencia 
de cada hogar se determina comparando sus ingresos con el valor monetario de la Canasta 
Básica Alimentaria (CBA) que le corresponde de acuerdo con su composición 
demográfica. La CBA establece el costo mínimo de adquirir los alimentos que sirven al 
hogar para satisfacer un umbral mínimo de necesidades energéticas y proteicas. Los 
hogares con ingresos inferiores a ese valor monetario (Línea de indigencia) son 
identificados como indigentes, y la tasa de indigencia es el porcentaje de 
hogares/individuos identificados como indigentes entre el total de hogares/individuos en 
la población. 

La Canasta Básica Alimentaria, en cantidades, que se tomó para definir la línea de 
pobreza que se utilizó para procesar los datos que aplicaremos a la regresión de este 
artículo es la siguiente: 

 

 

Por otro lado, se calcula además la Canasta Básica Total (CBT) usada para estimar la tasa 
de pobreza que se obtiene a partir de la CBA, agregando a la misma el valor de los bienes 
y servicios no alimentarios. La forma precisa en que el valor de la CBA se amplía para 



obtener el valor de la CBT es multiplicándolo por la inversa del coeficiente de Engel, 
siendo dicho coeficiente la proporción del gasto total que la población de referencia 
destina al gasto alimentario. En la práctica no existe una canasta donde se especifiquen 
componentes no alimentarios y sus cantidades. En este sentido, el componente no 
alimentario de la CBT es más empírico que normativo. 

En el capítulo 4 se realizará un análisis de regresión con los datos de pobreza del segundo 
semestre del 2018 contra los del segundo semestre del 2019. Si bien los porcentajes de 
pobreza ya se encuentran calculados por el INDEC, es interesante conocer los valores de 
la Canasta Básica Alimentaria y Canasta Básica Total utilizados para el cálculo de dicho 
porcentaje. A continuación, se presenta la tabla con los valores mensuales de la CBA y 
CBT por adulto. 

 

 

  



Capítulo 2 
Regresión lineal simple 

 

En este capítulo se leerán los conceptos desarrollados en el paper y se extenderán algunas 
definiciones en caso de ser necesario. 

En primer lugar, en el paper se realiza una gráfica de dispersión de los datos observados. 
La misma sugiere que existe una relación lineal entre la variable independiente porcentaje 
de pobreza en 2010 y la variable dependiente porcentaje de pobreza en 2011, es por ello 
por lo que utiliza el modelo de regresión lineal simple. 

Para ejemplificar se pueden observar algunas gráficas de dispersión en la siguiente figura: 

Figura 2.1. Gráficas de dispersión 

 

Todos estos paneles hacen referencia a modelos diferentes que se podrían utilizar para 
representar la relación entre dos variables.  Hay ocasiones en las que la relación que puede 
darse entre variables independientes y la variable dependiente no tenga un desarrollo 
lineal, sino que tengan, por ejemplo, un crecimiento exponencial.  

Para el análisis de pobreza de las personas en Argentina, tema central de este documento, 
trabajaremos también sobre el modelo de regresión lineal simple. Se presenta la definición 
a continuación 

 

 



Definición 2.1: Llamamos Modelo de regresión lineal simple a la ecuación 

𝒀 = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙 + 𝜺 

Donde 𝛽  𝑦 𝛽  son los parámetros desconocidos de la intersección y la pendiente, 
respectivamente, y 𝜀 es una variable aleatoria distribuida con 

𝐸(𝜀) = 0 𝑦 𝑉𝑎𝑟(𝜀) = 𝜎  

 

Como se puede observar en la definición 𝑌 es una variable aleatoria, ya que 𝜀 es aleatoria, 
por el contrario, el valor 𝑥 no es aleatorio.  

En el paper se desarrolla que 𝜀 representa el término de error y explica la variabilidad en 
𝑌 que no se puede explicar con la relación lineal, y menciona que a este término se le 
asocian los siguientes supuestos: 

1. El término de error es una variable aleatoria con media o valor esperado igual a 
cero;  𝐸(𝜀) = 0  

2. La varianza de 𝜀, representada por 𝜎 , es igual para todos los valores de 𝑥. Esto 
implica que la varianza de 𝑌 es igual a 𝜎  y es la misma para todos los valores de 
𝑥. 

3. Los valores de 𝜀 son independientes. El valor de 𝜀 para un determinado valor de 
𝑥 no se relaciona con el valor de 𝜀 para cualquier otro valor de 𝑥; así, el valor de 
𝑌 para determinado valor de 𝑥 no se relaciona con el valor de 𝑌 para cualquier 
otro valor de 𝑥 

4. El término de error, 𝜀 , es una variable aleatoria con distribución normal.  

Figura 2.2. Supuestos del modelo y sus implicaciones 

 

El hecho de que 𝐸(𝜀) = 0 implica que, para una 𝑥 específica, los valores de 𝑌 se 
distribuyen alrededor de la recta verdadera o recta de regresión de la población 
𝑌 = 𝛽 + 𝛽 𝑥 



En la figura 2.3 se ilustra la naturaleza de los datos (𝑥, 𝑦) hipotéticos dispersos alrededor 
de la verdadera recta de regresión para un caso en que sólo se dispone de 𝑛 = 5 
observaciones.  

Figura 2.3: verdadera recta de regresión para 𝑛 = 5 

 

Tal como se hizo mención en la definición de modelo de regresión lineal simple, β  y β  
son los parámetros desconocidos de la intersección y la pendiente, el paper agrega que 
los mismos no se conocen y deben estimarse a partir de los datos de la muestra. Estos 
coeficientes que se calculan de la muestra son conocidos como regresores (𝑏  y 𝑏 ).  

Entonces, la recta de regresión estimada, o ajustada, es dada por: 
𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥 

donde 𝑦 es el valor pronosticado o ajustado.  

Es evidente que la recta ajustada es un estimado de la verdadera recta de regresión. Se 
espera que la recta ajustada esté más cerca de la verdadera línea de regresión cuando se 
dispone de una gran cantidad de datos. Para que la línea estimada de regresión se ajuste 
bien a los datos se desea que las diferencias entre los valores observados de 𝑦 (𝑦 ) y los 
valores estimados de 𝑦 (𝑦) sean mínimas. 

2.1. Método de mínimos cuadrados 
 
El paper plantea que para calcular el valor de los regresores (𝑏  y 𝑏 ) se utiliza el método 
de los mínimos cuadrados el cual emplea los datos de la muestra para determinar las 
características de la recta que hacen mínima la suma de los cuadrados de las desviaciones. 
Matemáticamente se minimiza 

(𝒚𝒊 − 𝒚𝒊)
𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

 

 
En donde 𝑦 = valor real de 𝑌 para la observación 𝑖 
                𝑦 =valor predicho de 𝑌 para la observación 𝑖 
 
Si bien el paper no lo menciona en este punto, antes de desarrollar este método, es 
importante presentar el concepto de residual. En esencia, un residual es un error en el 
ajuste del modelo 𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥. 



 

Definición 2.2: Dado un conjunto de datos de una regresión {(𝑥 , 𝑦 );  𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛} 
y un modelo ajustado 𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥, el i-ésimo residual 𝑒  es dado por 

𝒆𝒊 = 𝒚𝒊  𝒚𝒊 
Con 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛. 

 
 

Es evidente que, si un conjunto de 𝑛 residuales es grande, entonces el ajuste del modelo 
no es bueno. Los residuales pequeños son indicadores de un ajuste adecuado. Por otro 
lado, mientras que los 𝜖  no se observan, los 𝑒  no sólo se observan, sino que desempeñan 
un papel importante en el análisis total que se verá en el capítulo 3. 

 

Figura 2.4.: Comparación de 𝜖  con el residual 𝑒  

 

Ahora sí, se debe calcular 𝑏  y 𝑏 , los estimados de 𝛽  𝑦 𝛽 , de manera que la suma de 
los cuadrados de los residuales sea mínima. La suma residual de los cuadrados con 
frecuencia se denomina suma de los cuadrados debidos al error y se denota como SSE. 
Cualquier valor para 𝑏  y 𝑏  que no sea el determinado por el método de mínimos 
cuadrados, darán por resultado una suma más grande de diferencias al cuadrado entre el 
valor real de 𝑌 y el valor predicho de 𝑌. 

Por lo tanto, 

𝑺𝑺𝑬 = (𝒚𝒊 − 𝒚𝒊)
𝟐 =

𝒏

𝒊 𝟏

[𝒚𝒊 − (𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒙𝒊)]𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

 

 

El paper aclara que para minimizar SSE implica calcular las derivadas parciales de la 
expresión con respecto a los coeficientes de regresión e igualar a cero las dos derivadas y 
que al finalizar este procedimiento se llega a las siguientes ecuaciones, conocidas como 
ecuaciones normales: 
 



                                              𝒚𝒊 = 𝒏𝒃𝟎 + 𝒃𝟏 𝒙𝒊

𝒏

𝒊 𝟏

𝒏

𝒊 𝟏

                                      [𝟏] 

                                      𝒚𝒊𝒙𝒊 = 𝒃𝟎 𝒙𝒊

𝒏

𝒊 𝟏

+ 𝒃𝟏 𝒙𝒊
𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

𝒏

𝒊 𝟏

                               [𝟐] 

 
Donde 𝑛 es el número de observaciones. 

 

A continuación, se realizan los cálculos mencionados anteriormente para obtener las 
Ecuaciones Normales 

Partiendo de 

𝑆𝑆𝐸 = (𝑦 − 𝑦 ) = [𝑦 − (𝑏 + 𝑏 𝑥 )] = (𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 )  

Al diferenciar la ecuación con respecto a 𝑏  y 𝑏 , se obtiene 

𝜕(𝑆𝑆𝐸)

𝜕𝑏
= 2(𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 ) (−1) = −2 (𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 ) 

𝜕(𝑆𝑆𝐸)

𝜕𝑏
= 2(𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 ) (−𝑥 ) = −2 (𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 )𝑥  

 

Al igualar a cero las derivadas parciales y reacomodar los términos, obtenemos las 
ecuaciones normales 

−2 (𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 ) = 0 

𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 =
0

−2
 

𝑦 − 𝑛𝑏 − 𝑏 𝑥 = 0 

                                                          𝒚𝒊 = 𝒏𝒃𝟎 + 𝒃𝟏 𝒙𝒊

𝒏

𝒊 𝟏

𝒏

𝒊 𝟏

                                           [𝟏] 

 

Luego, 

−2 (𝑦 − 𝑏 − 𝑏 𝑥 )𝑥 = 0 

(𝑦 𝑥 − 𝑏 𝑥 − 𝑏 𝑥 ) =
0

−2
 



𝑦 𝑥 − 𝑏 𝑥 − 𝑏 𝑥 = 0 

𝑦 𝑥 − 𝑏 𝑥 − 𝑏 𝑥 = 0 

                                                  𝒚𝒊𝒙𝒊 = 𝒃𝟎 𝒙𝒊

𝒏

𝒊 𝟏

+ 𝒃𝟏 𝒙𝒊
𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

𝒏

𝒊 𝟏

                                      [𝟐] 

 

Al resolver algebraicamente el sistema de ecuaciones normales se obtienen las soluciones 
para 𝑏  y 𝑏 . 

 

Teorema 2.1. Dadas las ecuaciones normales  

                                              𝒚𝒊 = 𝒏𝒃𝟎 + 𝒃𝟏 𝒙𝒊

𝒏

𝒊 𝟏

𝒏

𝒊 𝟏

                                      [𝟏] 

                                      𝒚𝒊𝒙𝒊 = 𝒃𝟎 𝒙𝒊

𝒏

𝒊 𝟏

+ 𝒃𝟏 𝒙𝒊
𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

𝒏

𝒊 𝟏

                               [𝟐] 

 

Para la muestra {(𝑥 , 𝑦 )};  𝑖 = 1,2, … , 𝑛, los estimados 𝑏  y 𝑏  de los mínimos 
cuadrados de los coeficientes de regresión 𝛽  𝑦 𝛽  se calculan mediante las fórmulas 

 

𝒃𝟏 =
𝒏 ∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊

𝒏
𝒊 𝟏 − (∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊 𝟏 )(∑ 𝒚𝒊

𝒏
𝒊 𝟏 )

𝒏 ∑ 𝒙𝒊
𝟐𝒏

𝒊 𝟏 − (∑ 𝒙𝒊
𝒏
𝒊 𝟏 )𝟐

=
∑ (𝒙𝒊 − 𝒙)(𝒚𝒊 − 𝒚)𝒏

𝒊 𝟏

∑ (𝒙𝒊 − 𝒙)𝟐𝒏
𝒊 𝟏

 

 

𝒃𝟎 =
∑ 𝒚𝒊

𝒏
𝒊 𝟏 − 𝒃𝟏 ∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊 𝟏

𝒏
= 𝒚 − 𝒃𝟏𝒙 

 

 

Demostración 2.1: 

 

Sea la ecuación normal obtenida del método de mínimos cuadrados  

                                                𝑦 = 𝑛𝑏 + 𝑏 𝑥                                                 [1] 

Despejando 𝑏  

𝑦 − 𝑏 𝑥 = 𝑛𝑏  



                                                   
∑ 𝑦 − 𝑏 ∑ 𝑥

𝑛
= 𝑏                                      [3] 

 

Obsérvese que también se puede escribir como 

∑ 𝑦

𝑛
− 𝑏

∑ 𝑥

𝑛
= 𝑏  

𝑌 − 𝑏 𝑋 = 𝑏  

 

Luego, reemplazando [3] en [2] 

 

𝑦 𝑥 = (
∑ 𝑦 − 𝑏 ∑ 𝑥

𝑛
) 𝑥 + 𝑏 𝑥  

𝑦 𝑥 = (
∑ 𝑦

𝑛
−

𝑏 ∑ 𝑥

𝑛
) 𝑥 + 𝑏 𝑥  

𝑦 𝑥 =
(∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
−

𝑏 (∑ 𝑥 )(∑ 𝑥 )

𝑛
+ 𝑏 𝑥  

 

Multiplicando a ambos lados de la ecuación por 
𝒏

𝒏
 lo cual no cambia la igualdad se 

obtiene 

𝒏

𝒏
( 𝑦 𝑥 ) = (

(∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
−

𝑏 (∑ 𝑥 )(∑ 𝑥 )

𝑛
+ 𝑏 𝑥 )

𝒏

𝒏
 

𝑛

𝑛
( 𝑦 𝑥 ) =

(∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
−

𝑏 (∑ 𝑥 )(∑ 𝑥 )

𝑛
+

𝑛

𝑛
𝑏 𝑥  

𝑛

𝑛
𝑦 𝑥 −

(∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
= 𝑏 (−

(∑ 𝑥 )

𝑛
+

𝑛

𝑛
𝑥 ) 

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 ) − (∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
= 𝑏 (

−(∑ 𝑥 )

𝑛
+

𝑛 ∑ 𝑥

𝑛
) 

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 ) − (∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
= 𝑏 (

𝑛 ∑ 𝑥 −(∑ 𝑥 )

𝑛
) 

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 ) − (∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛
∗

𝑛

𝑛 ∑ 𝑥 −(∑ 𝑥 )
= 𝑏  

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 ) − (∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛 ∑ 𝑥 −(∑ 𝑥 )
= 𝑏  

 



En este caso, se puede escribir también de la siguiente manera 

 

Multiplicando a ambos lados de la igualdad por 
𝒏

𝒏
 

 

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 ) − (∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛 ∑ 𝑥 −(∑ 𝑥 )

𝒏

𝒏
= 𝑏  

 

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 ) − (∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )
𝑛

𝑛 ∑ 𝑥 −(∑ 𝑥 )
𝑛

= 𝑏  

 

𝑛(∑ 𝑦 𝑥 )
𝑛

−
(∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛

𝑛 ∑ 𝑥
𝑛

−
(∑ 𝑥 )

𝑛

= 𝑏  

 

(∑ 𝑦 𝑥 ) −
(∑ 𝑦 )(∑ 𝑥 )

𝑛

∑ 𝑥 −
(∑ 𝑥 )

𝑛

= 𝑏  

Fin de la demostración 2.1. 

 

Como resultado, el procedimiento de mínimos cuadrados genera una recta que minimiza 
la suma de los cuadrados de las desviaciones verticales desde los puntos hasta la recta. El 
coeficiente 𝑏  también corresponde a la pendiente de la recta. En general, este coeficiente 
expresa la razón de cambio entre la variable dependiente con respecto a un cambio 
unitario en la variable independiente 𝑥. 

 

 

2.2. Coeficientes de correlación y determinación 

 

Siguiendo con el orden que plantea el paper, luego es necesario determinar la pertinencia 
de la ecuación de regresión hallada mediante un análisis de la bondad de ajuste de la recta, 
demostrar si la relación es estadísticamente significativa y validar los supuestos acerca 
del término de error. 

El primer paso para validar esta recta es calcular el coeficiente de determinación. 

 

 

 



Coeficiente de determinación 

El paper plantea al coeficiente de determinación como una medida de la bondad de ajuste 
para una ecuación de regresión y define en este punto al el i-ésimo residual y la suma de 
los cuadrados debidos al error mencionada anteriormente cuando se demostró el método 
de los mínimos cuadrados. 

Define a la SSE como una medida del error que se comete al usar la ecuación de regresión 
para calcular los valores de la variable dependiente en la muestra. Y agrega otras dos 
sumas de cuadrados que serán útiles para el análisis de regresión: SST y SSR. 

La suma total de cuadrados (SST) representa desviaciones de los valores de 𝑦  de los 
valores de la media Y: 

𝑺𝑺𝑻 = (𝒚𝒊 − 𝒀)𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

 

Y la suma de cuadrados debida a la regresión (SSR) que representa la diferencia entre 𝑌 
(el valor promedio de 𝑦) y 𝑦  (el valor de 𝑦 que se predeciría con la relación de regresión). 
La misma sirve para saber cuánto se desvían los valores de 𝑌  medidos en la línea de 
regresión de los valores de 𝑌: 

𝑺𝑺𝑹 = (𝒚𝒊 − 𝒀)𝟐

𝒏

𝒊 𝟏

 

Para entender mejor los conceptos se muestra a continuación la gráfica de las distintas 
sumas de cuadrados. 

Figura 2.5. Sumas de cuadrados 
 

Como se puede observar en la figura 2.5, existe una relación entre las tres sumas y es la 
siguiente: 

𝑺𝑺𝑻 = 𝑺𝑺𝑹 + 𝑺𝑺𝑬 

Luego, tal como el paper menciona, esa ecuación tendría un ajuste perfecto si cada valor 
observado de la variable independiente estuviera sobre la línea de regresión.  

 

 



Teorema 2.2 

Sea la recta de regresión ajustada 𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥, con 𝑦 = 𝑦  para la muestra 
{(𝑥 , 𝑦 )};  𝑖 = 1,2, … , 𝑛, entonces el máximo ajuste será 

𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 

 

 

Demostración 2.2. 

Dada la recta de regresión ajustada 𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥, si 𝑦 = 𝑦  para todas las 
observaciones, entonces  

𝑒 = 𝑦 − 𝑦 = 𝑦 − 𝑦 = 0 
Luego, 

𝑆𝑆𝐸 = (𝑦 − 𝑦 ) = (0) = 0 

Por consiguiente  

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝑅 + 𝑆𝑆𝐸 = 𝑆𝑆𝑅 + 0 ⟹ 𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝑅 

Entonces, el máximo ajuste será 

𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 

Fin de la demostración 2.2 

 

De la demostración 2.2 se deduce que el máximo valor de SSE se tiene cuando SSR es 
cero. 

Ahora sí, luego de las definiciones previas, la relación SSR/SST, que asume valores entre 
cero y uno, se le llama coeficiente de determinación y se representa por r . 

𝒓𝟐 =
𝑺𝑺𝑹

𝑺𝑺𝑻
 

 

La confiabilidad de r  depende del tamaño del conjunto de los datos de la regresión y del 
tipo de aplicación. Como se demostró en la demostración 2.2, el valor del coeficiente esta 
entre  0 ≤ r ≤ 1, y el límite superior se logra cuando el ajuste a los datos es perfecto, es 
decir, cuando todos los residuales son cero. 



Figura 2.6. Gráficas que muestran un modelo muy bueno y otro deficiente 

 

Además, Expresando este valor como un porcentaje, se puede interpretar a r  como el 
porcentaje de la variación de los valores de la variable dependiente que se puede explicar 
con la ecuación de regresión. (Levin & Rubin, 2004)  

 

Coeficiente de correlación 

La segunda medida de bondad de ajuste que utiliza el paper es el coeficiente de 
correlación, que describe qué tan bien explica una variable a la otra. El mismo se denota 
por 𝒓 y es la raíz cuadrada del coeficiente de determinación: 

𝒓 = (𝒔𝒊𝒈𝒏𝒐 𝒅𝒆 𝒃𝟏) (𝒓)𝟐 

El signo del coeficiente indica si la relación es directa o inversa. 

 

En el caso de una relación lineal entre dos variables, el coeficiente de determinación y el 
de correlación permiten tener medidas de la intensidad de la relación. El coeficiente de 
determinación da una medida entre 0 y 1, mientras que el coeficiente de correlación da 
una medida entre -1 y 1. 

El paper resalta que el coeficiente de correlación solo mide la fuerza de asociación en una 
relación lineal, el coeficiente de determinación se puede usar en relaciones no lineales 
(obviamente, teniendo como ecuación de regresión una función no lineal) y en relaciones 
con dos o más variables independientes. En este sentido, el coeficiente de determinación 
tiene mayor aplicabilidad. 

Para entender mejor este coeficiente, se muestra a continuación la figura 2.7 con tres 
ejemplos de gráficas con el mismo 𝑟 = 0,75. Lo cual indicaría una asociación fuerte entre 
las variables 𝑥 e 𝑦.  

 



 

Figura 2.7. Errores en la interpretación de r 

 

Sin embargo, es evidente que, ésta es una medida significativa de la fuerza de la relación 
solo en el primer caso. En el segundo hay una relación curvilínea muy evidente entre las 
dos variables y en el tercer caso, seis de los siete puntos en realidad caen en la línea recta, 
pero el séptimo punto está tan alejado que sugiere la posibilidad de un grave error de 
cálculo o un error en el registro de los datos. Así, antes de calcular 𝑟 se deben graficar los 
datos para verificar si hay algún motivo para pensar que la relación es, de hecho, lineal. 

Por último, el paper concluye que ambos coeficientes (determinación y correlación) no 
son suficientes para asumir si la relación es estadísticamente significativa. Esa conclusión 
se debe basar en consideraciones donde intervenga el tamaño de la muestra y las 
propiedades de las distribuciones muestrales adecuadas de los estimadores de los 
mínimos cuadrados.  

 

2.3. Pruebas de significancia  

Para estas pruebas de significancia se necesita un estimado de la varianza del error en el 
modelo de regresión y desviación estándar de la estimación. 

Como menciona el paper, la varianza de 𝜖, también representa la varianza de los valores 
de 𝑦 respecto a la línea de regresión. Así, la suma de los residuales al cuadrado, SSE, es 
una medida de la variabilidad de las observaciones reales respecto a la línea de regresión. 
Cada suma de cuadrados tiene asociado un número que llamamos grados de libertad. Se 
ha demostrado que SSE tiene 𝑛 − 2 grados de libertad, porque se deben estimar dos 
parámetros 𝛽  y 𝛽 . 

 

El error cuadrado medio (𝒔𝟐) es el estimado de 𝜎 . Se calcula mediante la ecuación: 

𝒔𝟐 =
𝑺𝑺𝑬

𝒏 − 𝟐
 

Así, el error típico o desviación estándar del estimado se calcula como la raíz cuadrada 
de la varianza del estimado: 

𝑺 =
𝑺𝑺𝑬

𝒏 − 𝟐
 



Así como la desviación estándar mide la variabilidad en torno a la media aritmética, el 
error estándar de estimación mide la variabilidad en torno a la recta ajustada de regresión. 

Ahora sí con estas dos definiciones previas se pueden realizar las pruebas de significancia 
mencionadas anteriormente. El paper no desarrolla los pasos para realizarlas, los mismos 
se detallan a continuación. 

 

Prueba t 

El objetivo de esta prueba es determinar si el valor de 𝛽  es igual a cero, si esto sucede la 
ecuación de regresión será 

Y = 𝛽 + 𝛽 𝑥 ⟹ Y = 𝛽 + 0𝑥 ⟹ Y = 𝛽  

En este caso el valor 𝑌 no depende del valor de 𝑥, y se concluye que no existe relación 
lineal entre las variables. En forma análoga, si el valor de 𝛽  no es igual a cero, se 
concluye que las dos variables se relacionan. 

Las propiedades de la distribución muestral de 𝑏 , el estimador de 𝛽  por mínimos 
cuadrados, son la base de esta prueba de hipótesis: 

 Valor esperado: 𝑬(𝒃𝟏) = 𝜷𝟏 
 Desviación estándar estimada: 

𝑺𝒃 =
𝑺

𝑺𝑿𝑿

 

Siendo  

𝑆 = (𝑥 − �̅�) = 𝑥 −
(∑ 𝑥 )

𝑛
 

 Forma de distribución: Normal 

Por lo tanto, se usan los datos de la muestra para plantear las siguientes hipótesis: 

𝐻 : 𝛽 = 0 

𝐻 : 𝛽 ≠ 0 

Se rechaza 𝐻  si 𝑡 < −𝑡  o si 𝑡 > 𝑡 , siendo 𝑡 el estadístico  

𝒕 =
𝒃𝟏 − 𝜷𝟏

𝑺𝒃
 

con una distribución 𝑡 con 𝑛 − 2 grados de libertad, 𝑆  la desviación estándar estimada 
de la distribución de 𝑏 . 

La conclusión será que 𝛽 ≠ 0 y que hay una relación estadísticamente significativa entre 
las dos variables.  

La distribución de 𝑡 es simétrica alrededor de una media de cero y tienen forma de 
campana como se puede observar en la figura 2.8 



Figura 2.8. Propiedad de simetría (alrededor de 0) de la distribución t. 

 

Prueba F 

También se puede usar una prueba basada en la distribución 𝐹 de probabilidades, para 
probar si la regresión es significativa. Como solo hay una variable independiente, la 
prueba 𝐹 debe indicar la misma conclusión que la prueba 𝑡, pero cuando hay más de una 
variable independiente solo se puede usar la prueba 𝐹. 

El objetivo de la prueba también es ver si se puede concluir que 𝛽 ≠ 0. Para esto se 
plantean las hipótesis: 

𝐻 : 𝛽 = 0 

𝐻 : 𝛽 ≠ 0 

El estadístico a tener en cuenta en este caso es F, con 

𝑭 =

𝑺𝑺𝑹
𝟏

𝑺𝑺𝑬
(𝒏 − 𝟐)

=
𝑺𝑺𝑹

𝑺𝟐
 

Y se rechaza 𝐻  si 𝐹 > 𝐹   

Donde 𝐹  se basa en una distribución 𝐹 con un grado de libertad en el numerador y 𝑛 − 2 
grados de libertad en el denominador. 

Cuando se rechaza la hipótesis nula, es decir, cuando el estadístico 𝐹 calculado excede al 
valor crítico 𝐹  (1, 𝑛 − 2), concluimos que hay una cantidad significativa de variación en 
la respuesta justificada por el modelo postulado, que es la función de la línea recta. Si el 
estadístico 𝐹 está en la región de no rechazo, se concluye que los datos no reflejan 
evidencia suficiente para apoyar el modelo que se postula. 

 

  



Capítulo 3 
Residuales y Estadística inferencial 

 

Luego de comentar acerca de las pruebas 𝑡 y 𝐹 el paper plantea el análisis de residuales. 
Para realizarlo comenta la existencia de las tres gráficas principales de los residuales y 
analiza los resultados obtenidos sin entrar en detalle de como manipular los datos para 
poder obtener estas graficas. Es por esto por lo que a continuación se analizaran en detalle 
los residuales. 

 

3.1. Análisis de residuos  

Las técnicas del diagnóstico en regresión se abocan a validar que los supuestos realizados 
por el modelo sean apropiados para los datos con los que se cuenta. Como menciona el 
paper, constan principalmente de técnicas gráficas, aunque también en la exhibición de 
algunas medidas de bondad de ajuste. Si el modelo propuesto, no proporciona residuos 
que parezcan razonables, entonces comenzamos a dudar de que algún aspecto del modelo 
sea apropiado para nuestros datos. Un tema relacionado es asegurarse que la estimación 
realizada no sea dependiente de un sólo dato (o un pequeño subconjunto de datos) en el 
sentido en que si no se contara con dicho dato las conclusiones del estudio serían 
completamente diferentes. La identificación de estos puntos influyentes forma parte 
relevante del diagnóstico, es por esto que sumaremos al análisis de residuales un análisis 
de outliers y observaciones influyentes. 

Como se mencionó en el capítulo 2 los residuales (𝑒 = 𝑦 − 𝑦 ) corresponden al error en 
el ajuste de la recta de regresión, por lo que sirven para imitar a las ε . De manera ideal, 
los residuales deberían demostrar fluctuaciones aleatorias alrededor del valor de cero.  

Figura 3.1: Gráfica ideal de los residuales 

 

Antes de entrar en el análisis de residuales se desarrolla el concepto de Leverage de una 
observación que será utilizado para realizar dicho análisis. 

 



El valor predicho de un dato puede escribirse como combinación lineal de las 
observaciones 

𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥 = ℎ 𝑦  

Donde,  

ℎ =
1

𝑛
+

(𝑥 − 𝑋)(𝑥 − 𝑋)

𝑆
 

y como caso particular tenemos que 

𝒉𝒊 =
𝟏

𝒏
+

(𝒙𝒊 − 𝑿)𝟐

𝑺𝑿𝑿
 

La cantidad ℎ  se denomina leverage del dato i-ésimo, o en español influencia. Es una 
medida que resume cuán lejos cae el valor de 𝑥  de la media muestral de las 𝑋. Mide, de 
alguna manera, cuánto es el aporte de la observación i-ésima a la varianza muestral de las 
𝑋. Observemos que es un concepto que no depende del valor 𝑦  observado. 

 

Volviendo entonces a los residuos puede probarse que: 

𝑬(𝒆𝒊) = 𝟎 

𝑽𝒂𝒓(𝒆𝒊) = 𝑺𝟐(𝟏 − 𝒉𝒊) 

donde ℎ  es el leverage de la observación i-ésima. En consecuencia, la varianza del 
residuo de un dato depende del valor de la covariable, y los residuos de distintos casos 
tienen diferentes varianzas. De la ecuación de varianza de 𝑒  vemos que cuanto mayor sea 
ℎ , menor será la varianza del 𝑒  (mientras más cercano a uno sea ℎ  más cercana a cero 
será la varianza del residuo de la observación i-ésima). Esto quiere decir que para 
observaciones con gran ℎ , 𝑦  tenderá a estar cerca del valor observado 𝑦 , sin importar 
cuánto sea el valor 𝑦  observado. En el caso extremo e hipotético en que ℎ = 1, la recta 
ajustada sería forzada a pasar por el valor observado (𝑥 , 𝑦 ). 

 

Residuos estandarizados 

Para hacer más comparables a los residuos entre sí, podemos dividir a cada uno de ellos 
por un estimador de su desvío estándar, obteniendo lo que se denominan residuos 
estandarizados: 

𝒆𝒛𝒊 =
(𝒚𝒊 − 𝒚𝒊)

𝑺𝒆𝒊
 

Donde 𝑆  es un estimador de su desvío estándar 

  

𝑆 = 𝑉𝑎𝑟(𝑒 ) = 𝑠 (1 − ℎ ) 

𝑺𝒆𝒊 = 𝒔 𝟏 − 𝒉𝒊 

Puede probarse que los residuos estandarizados tienen media poblacional cero (igual que 
los residuos), y varianza constante. 



Luego de estas definiciones previas, se detallan a continuación las gráficas de residuales 
que menciona el paper y como realizarlas. 

 

3.2. Graficas de residuos  

Como menciona el paper, las tres gráficas utilizadas para el análisis de residuos son: 

• Gráfica de los residuales en función de la variable independiente  
• Gráfica de residuales estandarizados  
• Gráfica de probabilidad normal 

 

Gráfica de los residuales en función de la variable x  

Ésta es una gráfica en la que los valores de la variable independiente se representan en el 
eje horizontal y los valores de los residuales correspondientes en el eje vertical. Se grafica 
un punto para cada residual. También es usual presentar la gráfica de residuales con 
respecto a los valores de la variable dependiente (𝑦 ) estimados por la ecuación. Para la 
regresión lineal simple, la gráfica de residuales en función de 𝑥 y la de residuales en 
función de 𝑦 muestran la misma información; mientras que, para la regresión lineal 
múltiple, la gráfica de residuales en función de 𝑦 se usa con más frecuencia, porque se 
maneja más de una variable independiente. 

Como se mencionó anteriormente 𝐸(𝑒 ) = 0 Esto quiere decir que el grafico de los 
residuos versus las 𝑥  debe estar centrado alrededor del cero (de la recta horizontal de 
altura cero).  

 

 
Figura 3.2. Gráficas de residuales en función de x 

 

Gráfica de residuales estandarizados  

Esta gráfica es similar a la gráfica de los residuales en función de la variable 𝑥, pero en 
este caso se trata de los residuales estandarizados en función de la variable independiente. 
La misma, debería mostrar menor variabilidad para los valores de 𝑥 más alejados de la 
media muestral (serán los que tengan mayor leverage ℎ ).  



La gráfica de residuales estandarizados nos brinda información acerca de la hipótesis de 
que el término de error tiene distribución normal. Si es cierta la hipótesis, cabe esperar 
que, aproximadamente, el 95% de los residuales estandarizados estén entre –2 y 2.  

También es usual presentar la gráfica de residuales estandarizados con respecto a los 
valores de la variable dependiente (𝑦), esta es una combinación de las otras dos gráficas, 
mostrando implícitamente como varían los residuos con 𝑥 y como se comparan los 
valores ajustados con los valores observados. Esta, es la más recomendada para el análisis 
de regresión múltiple.  

 

 

 
Figura 3.3. Residuos estandarizados en función de 𝑥 y de 𝑦 

 

Grafica de probabilidad normal  

Para realizar la gráfica de probabilidad normal es necesario calcular el porcentaje 
empírico de residuos menor que el residuo específico que se considera así: 

𝑷𝒆 =
𝒊 − 𝟎, 𝟓

𝒏
 

Donde i: es el número de orden de cada dato y 𝑛 es el total de datos. 

Luego se calcula el porcentaje teórico de residuos menor que el residuo específico usando 
la tabla de distribución normal en función del porcentaje empírico de residuos menor que 
el residuo específico mencionado anteriormente. 

Y por último se grafica la pareja (𝐹(𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜), 𝑃 ) 

Si los puntos parecen ajustarse a una línea recta (de la forma 𝑦 = 𝑥), indicaría que los 
datos provienen de una distribución normal. 

 

Ejemplos de gráficas de residuos y como interpretarlas 

En el caso en el que el modelo es incorrecto, el gráfico de residuos (o de residuos 
estandarizados) versus la variable predictora (o versus los valores predichos) suele tener 
algún tipo de estructura. En la Figura 3.5 se ven varios de estos posibles gráficos de 
residuos. 

 
 
 



Figura 3.4. Ejemplos de gráficos de residuos 

 

El primero de ellos es una nube de puntos sin estructura que indica que no hay problemas 
con el modelo ajustado.  

De las Figuras 3.4 (b) a 3.4 (d) inferiríamos que el supuesto de homogeneidad de 
varianzas no se satisface: la varianza depende de la variable graficada en el eje horizontal.  

Las Figuras 3.4 (e) a 3.4 (h) son indicadoras de que se viola el supuesto de linealidad de 
la esperanza condicional, lo cual nos lleva a pensar que el vínculo entre el valor esperado 
de la variable respuesta 𝑦 y la covariable se ve mejor modelado por una función más 
complicada que la lineal (lo que genéricamente suele denominarse una curva).  

Las dos últimas figuras, las 3.4 (g) y 3.4 (h) sugieren la presencia simultánea de curvatura 
y varianza no constante. En la práctica, los gráficos de residuos no son tan claros como 
estos.  

Es útil recordar que aun cuando todos los datos satisficieran todos los supuestos, la 
variabilidad muestral podría hacer que el gráfico tuviera pequeños apartamientos de la 
imagen ideal. 

Como se mencionó anteriormente sumaremos al análisis de residuales un análisis de 
outliers y observaciones influyentes para completar el análisis asegurándonos que la 
estimación realizada no sea dependiente de un sólo dato (o grupo de datos). 



3.3. Outliers y observaciones influyentes  

En algunos problemas, la respuesta observada para algunos pocos casos puede parecer no 
seguir el modelo que sí ajusta bien a la gran mayoría de los datos. Es decir, el modelo 
lineal puede ser correcto para la mayoría de los datos, pero uno o algunos de los casos 
está muy alejado de lo que el modelo ajustado le prescribe. Diremos que este dato alejado 
es un outlier. Observemos que el concepto de outlier es un concepto relativo al modelo 
específico en consideración. Si se modifica la forma del modelo propuesto a los datos, la 
condición de ser outlier de un caso individual puede modificarse. En otras palabras, un 
outlier es un caso que no sigue el mismo modelo que el resto de los datos.  

La identificación de estos casos puede ser útil ya que, entre otras cosas, el método de 
mínimos cuadrados es muy sensible a observaciones alejadas del resto de los datos. De 
hecho, las observaciones que caigan lejos de la tendencia del resto de los datos pueden 
modificar sustancialmente la estimación. 

Figura 3.5. Ejemplo de el desajuste de una observación al modelo ajustado. 

 

Un outlier se detecta por tener un residuo que es un valor inusual, muy grande o pequeño 
en relación con la distribución asociada a los residuos. Dado que los residuos 
estandarizados 𝑒  son una muestra aleatoria de una distribución normal con media cero 
y desviación estándar uno, se verifica que aproximadamente un 68% de los 𝑒  deben 
estar entre -1 y1, y alrededor del 95% entre -2 y 2 y prácticamente todos entre -3 y 3. Por 
ello, un residuo estandarizado que diste más de 3 o 4 unidades del 0 corresponde, 
potencialmente, con una observación atípica. 

 

Si sospechamos que la observación i-ésima es un outlier podemos proceder del siguiente 
modo: 
 

1. Eliminamos esa observación de la muestra, de modo que ahora tenemos una 
muestra con 𝑛 − 1 casos. 

2. Usando el conjunto de datos reducidos volvemos a estimar los parámetros, 

obteniendo 𝑏 ( ), 𝑏 ( ), 𝑆( )  donde el subíndice (i) está escrito para recordarnos 

que los parámetros fueron estimados sin usar la i-ésima observación. 
3. Para el caso omitido, calculamos el valor ajustado 𝑌 ( ) = 𝑏 ( ) +  𝑏 ( )𝑥 . Como 

el caso i-ésimo no fue usado en la estimación de los parámetros, 𝑌  y 𝑌 ( ) son 

independientes. La varianza de 𝑌 − 𝑌 ( ) puede calcularse y se estima usando 

𝑆( ) . 



4. Escribimos 

𝑡 =
𝑌 − 𝑌 ( )

𝑆 (𝑌 − 𝑌 ( ))

 

 
la versión estandarizada del estadístico en consideración. Si la observación i-
ésima sigue el modelo, entonces la esperanza de 𝑌 − 𝑌 ( ) debería ser cero. Si no 
lo sigue, será un valor no nulo. Luego, si llamamos δ a la esperanza poblacional 
de esa resta, 𝛿 = 𝐸(𝑌 − 𝑌 ( )), y asumimos normalidad de los errores, puede 

probarse que la distribución de 𝑡  bajo la hipótesis 𝐻 : 𝛿 = 0 es una 𝑡 de Student 
con 𝑛 − 3 grados de libertad, 𝑡 ~𝑡  (recordar que hemos excluido una 
observación para el cálculo del error estándar que figura en el denominador, por 
eso tenemos un grado de libertad menos que con los anteriores test), y rechazar 
cuando este valor sea demasiado grande o demasiado pequeño. 
 

Hay una fórmula sencilla para expresar a 𝑡  sin necesidad de reajustar el modelo lineal 
con un dato menos, ya que es fácil escribir al desvío estándar estimado sin la observación 
i-ésima (𝑆( )) en términos del leverage de la observación i-ésima (ℎ ) y el desvío estándar 
estimado con toda la muestra (𝑆). 

Es la siguiente 

𝒕𝒊 =
𝒆𝒊

𝑺(𝒊) 𝟏 − 𝒉𝒊

= 𝒆𝒛𝒊

𝒏 − 𝟑

𝒏 − 𝟐 − 𝒆𝒛𝒊
 

 

siendo 𝑒  los residuos estandarizados. Esta cantidad se denomina el residuo 
estudentizado i-ésimo. La ecuación de 𝑡  nos dice que los residuos estudentizados y los 
residuos estandarizados llevan la misma información, ya que pueden ser calculados uno 
en función de otro. Vemos entonces que para calcular los residuos estudentizados no es 
necesario descartar el caso i-ésimo y volver a ajustar la regresión. 

Para completar el test, queda únicamente decidir contra qué valor comparar el 𝑡  para 
decidir si la i-ésima observación es o no un outlier. Puede usarse un procedimiento 
conservativo conocido como método de Bonferroni para comparaciones múltiples.  

Este procedimiento propone rechazar 𝐻 : ninguna de las 𝑛 observaciones es un outlier, 
versus 𝐻 :  hay al menos un outlier, cuando alguno de los |𝑡 | es mayor que el percentil 
1 − 𝛼

2𝑛 de la 𝑡 .  

Este test, ubica un outlier, pero no nos dice qué hacer con él. Puede tratarse de un dato 
mal registrado, o que fue mal transcripto a la base de datos, en tal caso podremos eliminar 
el outlier (o corregirlo) y analizar los casos restantes. Pero si el dato es correcto y no hay 
razones para excluirlo del análisis entonces la estimación de los parámetros debería 
hacerse con un método robusto, que, a diferencia de mínimos cuadrados, no es tan 
sensible a observaciones alejadas de los demás datos.  

 

 



Observaciones influyentes 

Estudiar la influencia de las observaciones es, de alguna manera, estudiar los cambios en 
el análisis cuando se omiten uno o más datos. La idea es descubrir los efectos o la 
influencia que tiene cada caso en particular comparando el ajuste obtenido con toda la 
muestra con el ajuste obtenido sin ese caso particular (o sin esos pocos casos particulares). 
Una observación se denomina influyente si al excluirla de nuestro conjunto de datos la 
recta de regresión estimada cambia notablemente. 

A continuación, se observan gráficos de cuatro conjuntos de 18 datos cada uno. 

Figura 3.6. Ejemplo de diagramas de dispersión 1 

 

En la figura 3.6, el conjunto de datos no presenta ni puntos influyentes ni outliers, ya que 
todas las observaciones siguen el mismo patrón.  

En las figuras restantes se conservaron 17 de las observaciones de la figura 3.6 y se 
intercambió una de ellas por los puntos que aparecen indicados como A, B y C en los 
respectivos gráficos, y que son puntos atípicos en algún sentido, es decir, puntos que no 
siguen el patrón general de los datos. No todos los casos atípicos tendrán una fuerte 
influencia en el ajuste de la recta de regresión.  

 

Figura 3.7. Ejemplo de diagramas de dispersión 2 

 

En la figura 3.7, entre las observaciones figura una que rotulamos con la letra A. El caso 
A puede no ser muy influyente, ya que hay muchos otros datos en la muestra con valores 
similares de 𝑥 que evitarán que la función de regresión se desplace demasiado lejos 
siguiendo al caso A.  

Por otro lado, los casos B y C (figuras 3.8 y 3.9) ejercerán una influencia muy grande en 
el ajuste, ya que el leverage de ambas será bastante alto. Mientras mayor sea el leverage 
de la observación, menor será la variabilidad del residuo, esto quiere decir que para 
observaciones con gran leverage, el valor predicho tendrá que estar cerca del valor 
observado. Por eso se dice que tienen un alto grado de influencia, o que cada uno de ellos 



es un punto de alta influencia. Luego la recta ajustada se verá matemáticamente obligada 
a acercarse a dichas observaciones, alejándose para ello, de los demás datos.  

Figura 3.8. Ejemplo de diagramas de dispersión 3 

 

En la Figura 3.8. aparece una observación indicada con la letra B. Esta observación será 
influyente en el ajuste, pero como sigue el patrón lineal de los datos (o sea, sigue la 
estructura de esperanza condicional de 𝑦 cuando 𝑥 es conocida que tienen el resto de los 
datos) no hará que la recta estimada cuando el punto está en la muestra varíe mucho 
respecto de la recta estimada en la situación en la que no está, pero reforzará la fuerza del 
ajuste observado y reforzará la significatividad de los test que se hagan sobre los 
parámetros.  

Figura 3.9. Ejemplo de diagramas de dispersión 4 

 

La Figura 3.9. presenta la observación C. Esta observación será muy influyente en el 
ajuste, arrastrando a la recta estimada a acercarse a ella. Como no sigue la misma 
estructura de esperanza condicional que el resto de las observaciones, la recta ajustada en 
este caso diferirá mucho de la que se ajusta a los datos de la Figura 3.6. Sin embargo, si 
una vez realizado el ajuste intentamos identificar este punto mirando las observaciones 
de mayores residuos (o residuos estandarizados) es posible que no la detectemos 
(dependerá de cuán extrema sea) ya que, al arrastrar la recta hacia ella, tendrá un residuo 
mucho menor que el que tendría si usáramos la recta que ajusta a los datos de la figura 
3.6. 

 

A continuación, en la figura 3.10 se encuentran las mismas gráficas de las figuras 3.6 a 
3.9 pero con las rectas ajustadas. 

 



Figura 3.10. gráficos de las figuras 3.6 a 3.9 con las rectas ajustadas 

 

Una vez realizado el ajuste vemos que se verifica lo anticipado. Las pendientes de las 
rectas estimadas en los 3 primeros gráficos no difieren demasiado entre sí, en el gráfico 
3.10 (2) la ordenada al origen es mayor ya que la observación A está ubicada muy por 
encima de los datos. La recta estimada en 3.10 (3) pasa casi exactamente por el dato B y 
la significatividad del test para la pendiente aumenta en este caso, comparada con la del 
gráfico 3.10 (1). En el gráfico 3.10 (4) vemos que la recta ajustada difiere completamente 
de la recta estimada para el conjunto (1), de hecho, la pendiente que era significativa para 
los datos del gráfico 3.10 (1) deja de serlo en este caso. Vemos que la observación C 
arrastró la recta hacia ella. La observación C es la que más tergiversó las conclusiones del 
ajuste lineal. 

En las situaciones prácticas, cuando hay más de un dato anómalo en un conjunto de datos, 
esta presencia simultánea puede enmascararse: la técnica de sacar las observaciones de a 
una muchas veces no logra detectar los problemas. 

 

3.4. Uso de la ecuación de regresión para estimar y predecir 

Una vez planteada la gráfica de residuos, el paper en estudio habla sobre utilizar la 
ecuación de regresión para realizar estimaciones y predecir ciertos valores. Esto puede 
realizarse solo si todo el análisis previo demuestra que existe una relación 
estadísticamente significativa entre las variables. 

Luego muestra dos tipos de estimaciones por intervalos, el primer tipo de estimado es el 
de intervalo de confianza, que es un estimado del valor medio de 𝑦 para determinado 
valor de 𝑥. El segundo tipo es el estimado de intervalo de predicción, que se usa cuando 
deseamos un estimado de intervalo de valor individual de 𝑦 que corresponda a 
determinado valor de 𝑥. Con la estimación puntual se obtiene el mismo valor, sea que se 
esté estimando el valor medio de 𝑦 o prediciendo un valor individual de 𝑦, pero con los 
estimados de intervalo se obtienen valores distintos. 



Estimado del intervalo de confianza del valor medio de 𝑦 

Para calcular este intervalo, el paper explica el procedimiento reemplazando un valor 
puntual de 𝑥 (𝑥 ) en la ecuación de la regresión y así obtener el 𝑦  que define como 
estimado de un valor particular de 𝑦. Luego, dado que no se puede esperar que 𝑦  sea 
exactamente igual a 𝐸(𝑦 ) menciona que es necesario considerar la varianza de los 
estimados basados en la ecuación de regresión.  

La fórmula para estimar la desviación estándar de 𝑦  dado un valor particular de 𝑥, 𝑥 , 
es: 

𝑺𝒚𝒑 = 𝒔
𝟏

𝒏
+

(𝒙𝒑 − 𝒙)𝟐

𝑺𝒙𝒙
  

Por consiguiente, se construye el intervalo de confianza de 100(1 − 𝛼)% sobre la 
respuesta media 𝑌 a partir del estadístico 

𝒕 =
𝒚𝒑 − 𝒀

𝑺𝒚𝒑
 

que tiene una distribución 𝑡 con 𝑛 − 2 grados de libertad. 

Entonces, se puede decir que: 

Definición 3.1. La ecuación general para un estimado del intervalo de confianza de 
𝑦   dado un valor particular de 𝑥 es 

𝒚𝒑 − 𝒕𝜶
𝟐

∗ 𝑺𝒚𝒑 < 𝒚𝒑 < 𝒚𝒑 + 𝒕𝜶
𝟐

∗ 𝑺𝒚𝒑 

Donde el coeficiente de confianza es 1 − 𝛼 y 𝑡  es un valor de la distribución 𝑡 con 

𝑛 − 2 grados de libertad 

 

Se observa además que la desviación estándar estimada de 𝑥  es mínima cuando 𝑥 = �̅�. 
Esto implica que podemos hacer el mejor estimado, o el más preciso, del valor medio de 
𝑦 siempre que se esté usando el valor medio de 𝑥. Como resultado de ello, los intervalos 
de confianza para el valor medio de 𝑦 se ensanchan a medida que 𝑥  se aleja de �̅�. 

  

Figura 3.11. Límites de confianza para el valor medio de 𝑦 



 

Estimado del intervalo de predicción para un valor particular de 𝑦 

El otro tipo de estimado del intervalo que menciona el paper es el de predicción para un 
valor particular de 𝑦. Al igual que el anterior en una primera instancia se calcula el valor 
de 𝑦 , pero luego, es necesario estimar la varianza asociada al empleo de 𝑦  la cual está 
formada por la suma de dos componentes: La varianza de los valores individuales de 𝑦 
respecto del promedio, cuyo estimado es 𝑠  y la varianza asociada al uso de 𝑦  para 
estimar 𝐸(𝑦 ), cuyo estimado es 𝑆 . Así, el estimado de la varianza de un valor 
individual es: 

𝑺𝟐
𝒊𝒏𝒅 = 𝑺𝟐 + 𝑺𝒚𝒑

 

Por consiguiente, un estimado de la desviación estándar de un valor un individual de 𝑦  
es: 

𝑺𝒊𝒏𝒅 = 𝑺 𝟏 +
𝟏

𝒏
+

(𝒙𝒑 − 𝒙)𝟐

𝑺𝑿𝑿
 

Así, un intervalo de predicción de 100(1 − 𝛼)%  para un solo valor pronosticado 𝑦  se 
puede construir a partir del estadístico 

𝒕 =
𝒚𝒑 − 𝒚𝒑

𝑺𝒊𝒏𝒅
 

que tiene una distribución 𝑡 con 𝑛 − 2 grados de libertad. 

 

Entonces, 

Definición 3.2. La ecuación general para un estimado del intervalo de predicción para 
un valor individual de 𝑦 dado un valor particular de 𝑥 es: 

𝒚𝒑 − 𝒕𝜶
𝟐

∗ 𝑺𝒊𝒏𝒅 < 𝒚𝒑 < 𝒚𝒑 + 𝒕𝜶
𝟐

∗ 𝑺𝒊𝒏𝒅 

Donde el coeficiente de confianza es 1 − 𝛼 y 𝑡  es un valor de la distribución 𝑡 con 

𝑛 − 2  grados de libertad 

 

La distinción básica entre los dos es que el intervalo de predicción predice en qué rango 
caerá una observación individual futura, mientras que un intervalo de confianza muestra 
el rango probable de valores asociados con algún parámetro estadístico de los datos, como 
la media de la población. 

Esta es una distinción importante, porque el intervalo de confianza de los valores medios 
para las poblaciones muestreadas será más pequeño o más estricto que el intervalo de 
predicción para los mismos datos. El intervalo de predicción debe ser lo suficientemente 
amplio como para incluir casi todos los puntos de datos reales, mientras que el intervalo 
de confianza solo necesita incluir promedios de muestras de datos, que necesariamente 
caen dentro de un límite mucho más pequeño. 

 

 



Estimación de los parámetros del modelo de regresión lineal 

Para finalizar con todo el análisis de regresión el paper plantea identificar intervalos de 
confianza para los estimadores de 𝛽  y 𝛽  y escribe las ecuaciones para dicho intervalo. 
Para calcularlos se procede de la misma manera que los intervalos de confianza descritos 
anteriormente. 

Para el intervalo de confianza del estimador 𝛽  se utiliza el mismo estadístico calculado 
en la prueba t: 

𝒕 =
𝒃𝟏 − 𝜷𝟏

𝑺
𝑺𝒙𝒙

 

El cual como se mencionó antes, tiene una distribución 𝑡 con 𝑛 − 2 grados libertad y por 
lo tanto se define que: 

 

Definición 3.3. Un intervalo de confianza de 100(1 − 𝛼)% para el parámetro 𝜷𝟏 en 
la recta de regresión 𝑌 = 𝛽 + 𝛽 𝑥, es 

𝒃𝟏 − 𝒕𝜶
𝟐

𝑺

𝑺𝑿𝑿

< 𝜷𝟏 < 𝒃𝟏 + 𝒕𝜶
𝟐

𝑺

𝑺𝑿𝑿

 

donde 𝑡  es un valor de la distribución 𝑡 con 𝑛 − 2 grados de libertad. 

 Por otro lado, para el cálculo del intervalo de confianza de 𝛽 , el estadístico va a ser: 

𝒕 =
𝒃𝟎 − 𝜷𝟎

𝑺
𝟏
𝒏

+
(𝒙)𝟐

𝑺𝑿𝑿

 

Con una distribución 𝑡 con 𝑛 − 2 grados de libertad.  

Luego, 

Definición 3.4. Un intervalo de confianza de 100(1 − 𝛼)%  para el parámetro 𝜷𝟎 en 
la recta de regresión 𝑌 = 𝛽 + 𝛽 𝑥, es 

𝒃𝟎 − 𝒕𝜶
𝟐

𝑺
𝟏

𝒏
+

(𝒙)𝟐

𝑺𝑿𝑿
< 𝜷𝟎 < 𝒃𝟎 + 𝒕𝜶

𝟐
𝑺

𝟏

𝒏
+

(𝒙)𝟐

𝑺
 

donde 𝑡  es un valor de la distribución 𝑡 con 𝑛 − 2  grados de libertad. 

 

Con todo esto se puede validar que los valores de los estimadores de 𝑏  y 𝑏  de los 
parámetros de 𝛽  y 𝛽  respectivamente, caigan dentro del intervalo de confianza 
calculado para cada uno. 

  



 Capítulo 4  
Aplicación de regresión lineal a la pobreza en Argentina 

 

A continuación, se plantea una aplicación de toda la teoría estudiada en los capítulos 2 y 
3 en un análisis de regresión de la pobreza en Argentina. 

Como punto de partida, la siguiente tabla fue realizada con los datos del cuadro “4.3. 
Pobreza en hogares y personas. Regiones estadísticas y 31 aglomerados urbanos” del 
informe técnico Incidencia de la pobreza y la indigencia en 31 aglomerados urbanos 
publicado 1 de abril de 2020 por el INDEC. 

Para los efectos explicativos pertinentes a este documento se considera únicamente la 
variable pobreza en personas, donde 𝑋 será el porcentaje de pobreza en personas en el 
segundo semestre del 2018 y 𝑌 será el porcentaje de pobreza en personas en el segundo 
semestre del 2019. Por tanto, lo que nos interesa es evidenciar si el porcentaje de pobreza 
en personas en el segundo semestre del 2019 depende linealmente del porcentaje de 
pobreza en personas del segundo semestre del 2018 para estos aglomerados urbanos. 



Tabla 4.1: Pobreza en hogares y personas en 31 aglomerados urbanos. 

 

 

 

 



Para comenzar con el análisis se realiza un diagrama de dispersión de los datos de la tabla 
4.1. Los valores del porcentaje de pobreza en personas del segundo semestre del 2018 se 
representan en el eje horizontal y los valores del porcentaje de pobreza en personas en el 
segundo semestre del 2019 se representan en el eje vertical.  

Figura 4.1. Gráfica de dispersión de pobreza en personas en Argentina 
 

La figura 4.1. nos muestra que, conforme aumenta la pobreza en ciertas poblaciones en 
el segundo semestre del 2018, también aumenta la pobreza en el segundo semestre del 
año 2019, lo cual indica una relación directa entre las variables. Además, se observa que 
los puntos parecen aproximarse a una línea recta. En consecuencia, se elige el modelo de 
regresión lineal simple para representar la relación entre las variables  

𝑌 = 𝛽 + 𝛽 𝑥 + 𝜀 

La ecuación estimada de regresión es 

𝑌 = 𝑏 + 𝑏 𝑥 

 

4.1. Aplicación del método de mínimos cuadrados 

Para calcular el valor de los regresores (𝑏  𝑦 𝑏 ) se emplea el método de los mínimos 
cuadrados en el cual se enuncian las siguientes ecuaciones normales: 

                                                           𝑦 = 𝑛𝑏 + 𝑏 𝑥                                           [𝟏] 

                                                    𝑦 𝑥 = 𝑏 𝑥 + 𝑏 𝑥                                   [𝟐] 

Donde 𝑛 es el número de observaciones. 

Para el caso de estudio, reemplazamos con los datos de la tabla 4.1 en las ecuaciones y 
resolviendo algebraicamente el sistema de ecuaciones obtenemos 𝑏  y 𝑏 .  

 

Observación: Para el siguiente desarrollo se realizaron cálculos adicionales, los cuales 
se pueden observar en la Tabla 7.2. “Cálculos auxiliares para la obtención de los 
regresores 𝑏  𝑦 𝑏 ” del capítulo 7 “Cálculos y tablas auxiliares”. 



Reemplazando en [1] los datos se obtiene: 

1083 =  31𝑏 + 𝑏 967,4   

1083 − 𝑏 967,4 =  31𝑏    

1083 − 𝑏 967,4

31
= 𝑏    

                                        34,9355 − 𝑏 31,2064 = 𝑏                                    [𝟑] 

 

Luego reemplazando la ecuación [3] en la [2] 

 𝑦 𝑥 = 𝑏 𝑥 + 𝑏 𝑥  

𝑦 𝑥 = (34,9355 − 𝑏 31,2064) 𝑥 + 𝑏 𝑥  

35084,1 = (34,9355 − 𝑏 31,2064)967,4 + 𝑏 31732,46 

35084,1 = 33796,6027 − 𝑏 30189,0714 + 𝑏 31732,46 

35084,1 − 33796,6027 = 𝑏 1543,3886 

1287,4973

1543,3886
= 𝑏  

𝟎, 𝟖𝟑𝟒𝟐 = 𝒃𝟏 

 

Y el valor obtenido de 𝑏  lo reemplazamos en [3] para obtener 𝑏  

    34,9355 − 0,8342 ∗ 31,2064 = 𝑏  

    34,9355 − 26,0324 = 𝑏  

𝟖, 𝟗𝟎𝟑𝟏 = 𝒃𝟎 

Remplazando estos datos se obtiene que para las variables pobreza de personas en el 
segundo semestre 2018 y pobreza de personas en el segundo semestre en 2019 la ecuación 
estimada de la regresión es: 

                                     𝒀 = 𝟖, 𝟗𝟎𝟑𝟏 + 𝟎, 𝟖𝟑𝟒𝟐𝒙                                     [𝟒] 

 

El coeficiente 𝑏  corresponde a la pendiente de la recta. En este caso, la pendiente de la 
recta es positiva, lo que implica, tal como se observa en el gráfico de dispersión, que en 
los aglomerados donde se observó mayor pobreza en el segundo semestre del 2018, 
también se observó mayor pobreza en el segundo semestre del 2019. Pero como la 
pendiente es un número entre cero y uno, significa que el incremento en el porcentaje de 
pobreza en el segundo semestre del 2019 entre un aglomerado y otro es menor que en el 
segundo semestre del 2018. 



La figura 4.2 muestra la gráfica de esta ecuación sobre el diagrama de dispersión. 

Figura 4.2. Grafica de la ecuación de regresión lineal. 

 

Como se mencionó en los núcleos teóricos, con el fin de determinar la pertinencia de la 
ecuación de regresión hallada, es necesario hacer un análisis de la bondad de ajuste de la 
recta, demostrar si la relación es estadísticamente significativa y validar los supuestos 
acerca del término de error. 

 

4.2. Análisis de los coeficientes de correlación y determinación 

Para el próximo cálculo se necesita el valor de la media de 𝑌 (𝑌): 

𝑌 =
1

𝑛
𝑦 =

𝑦 + 𝑦 + ⋯ + 𝑦

𝑛
 

𝑌 =
1

31
𝑦 =

1083,0

31
= 𝟑𝟒, 𝟗𝟑𝟓𝟓 

 

Además, para obtener el coeficiente de determinación se calcula previamente el valor de 
las siguientes sumas de cuadrados: 

𝑆𝑆𝐸 = (𝑦 − 𝑦 ) , 𝑆𝑆𝑇 = (𝑦 − 𝑦) , 𝑆𝑆𝑅 = (𝑦 − 𝑦)  

 

Al hacer los cálculos de las ecuaciones con los datos de la tabla 7.2 del capítulo 7 
“Cálculos y tablas auxiliares”, se obtiene: 

 

𝑺𝑺𝑬 = 𝟓𝟒𝟎, 𝟓𝟗𝟕𝟗 

𝑺𝑺𝑻 = 𝟏𝟔𝟏𝟒, 𝟔𝟗𝟏𝟎 

𝑺𝑺𝑹 = 𝟏𝟎𝟕𝟑, 𝟗𝟗𝟑𝟒 

 



Se sabe además que existe una relación entre las tres sumas: 

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝑅 + 𝑆𝑆𝐸 

1614,6910 =  1073,9934 + 540,5979 

La cual podemos validar con los datos obtenidos, obsérvese que puede presentarse una 
mínima diferencia por tomar cuatro decimales para realizar los cálculos y no los números 
con todos sus decimales. 

 

Luego, se puede calcular el valor del coeficiente de determinación  

𝑟 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
=

1073,9934

1614,6910
= 𝟎, 𝟔𝟔𝟓𝟏 

Esto revela que la ecuación de regresión explica en un 66,51% los valores observados de 
la pobreza en segundo semestre del 2019 según los valores de pobreza en el segundo 
semestre del 2018. 

 

La segunda medida que se usa para describir qué tan bien explica una variable a la otra 
es el coeficiente de correlación: 

𝑟 = (𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑏 ) 𝑟    

En la regresión que estamos analizando obtenemos 

𝑟 = 0,6651  = 𝟎, 𝟖𝟏𝟓𝟓 

Este valor muestra un coeficiente de correlación alto, lo que implica una relación directa 
de dependencia lineal fuerte entre los valores de pobreza del segundo semestre del 2018 
y el segundo semestre de 2019 en los 31 aglomerados urbanos de Argentina.  

 

Como se mencionó en el núcleo teórico, el coeficiente de determinación da una medida 
entre 0 y 1, mientras que el coeficiente de correlación da una medida entre -1 y 1, ambos 
casos fueron validados en los cálculos realizados. 

 

En la deducción de la ecuación de regresión por mínimos cuadrados, y en el cálculo de 
los coeficientes de determinación y correlación, no se realizaron pruebas estadísticas de 
significancia de la relación entre x e y. Es por ello que, a continuación, se realizan las 
pruebas t y F. 

 

4.3 Aplicación de las pruebas de significancia 

Para realizar las pruebas de significancia, primero se debe calcular el valor del estimado 
de σ  y desviación estándar de la estimación 

El error cuadrado medio (𝑠 ) es el estimado de 𝜎 . Se calcula mediante la ecuación: 

𝑠 =
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 2
 

 



Reemplazando los resultados obtenidos anteriormente se obtiene que 

𝑠 =
540,5979

31 − 2
=

540,5979

29
= 𝟏𝟖, 𝟔𝟒𝟏𝟑 

 

Por otro lado, la desviación estándar del estimado se calcula como la raíz cuadrada de la 
varianza del estimado. 

𝑆 =
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 2
 

En el análisis en curso 

𝑆 = 𝑠 = 18,6413 = 𝟒, 𝟑𝟏𝟕𝟔 

 

Antes de realizar las pruebas de significancia, se necesita calcular además el valor de 𝑆  
que se utilizara en los próximos desarrollos. 

𝑆 = 𝑥 −
(∑ 𝑥 )

𝑛
 

𝑆 = 31732,46 −
( 967,4)

31
 

𝑆 = 31732,46 − 30189,1213 

𝑺𝒙𝒙 = 𝟏𝟓𝟒𝟑, 𝟑𝟑𝟖𝟕 

 

Prueba t 

En el modelo de regresión lineal, si las variables tienen una relación lineal, debe suceder 
que 𝛽 ≠ 0. Se usan los datos de la muestra para probar las siguientes hipótesis: 

𝐻 : 𝛽 = 0 

𝐻 : 𝛽 ≠ 0 

Como ya se vio en el capítulo 2 para realizar la prueba 𝑡, se necesita obtener previamente 
la desviación estándar estimada  

𝑆 =
𝑆

𝑆
 

En el análisis en curso S= 4,3176 y 𝑆 = 1543,3387, luego 

𝑆 =
4,3176

1543,3387
=

4,3176

39,2854
= 𝟎, 𝟏𝟎𝟗𝟗 

Luego, el estadístico de prueba es: 

𝑡 =
𝑏

𝑆
=

0,8342

0,1099
= 𝟕, 𝟓𝟗𝟎𝟓 



De acuerdo con la tabla 7.5. “Distribución t de student”, del capítulo 7. “Cálculos y tablas 
auxiliares”, se observa que el valor de 𝑡 que corresponde a 𝛼 = 0,01 y 𝑛 − 2 = 31 −
2 = 29 grados de libertad es 

𝒕𝟎,𝟎𝟎𝟓 = 𝟐, 𝟕𝟓𝟔. 

Como 7,5905 > 2,756 se rechaza 𝐻  y se concluye que, a un nivel de significancia de 
0,01, 𝛽  no es cero.. La evidencia estadística es suficiente para concluir que hay una 
relación importante entre las variables. 

 

Prueba F 

Como solo hay una variable independiente, la prueba F debe indicar la misma conclusión 
que la prueba 𝑡, pero cuando hay más de una variable independiente solo se puede usar la 
prueba F. 

Se plantea entonces, 

𝐻 : 𝛽 = 0 

𝐻 : 𝛽 ≠ 0 

Para el análisis en curso, el estadístico de prueba F es: 

𝐹 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆
=

1073,9934

18,6413
= 𝟓𝟕, 𝟔𝟏𝟑𝟔 

En la tabla 7.6 “Distribución F de Fisher con probabilidad de 0,05”, del capítulo 7, 
observamos que el valor de F que corresponde a 𝛼 = 0,01, con un grado de libertad en el 
numerador y 𝑛 − 2 = 29 grados de libertad en el denominador, es 

𝑭𝟎,𝟎𝟏= 4,183. 

Como 57,6136>4,183, rechazamos 𝐻  y se concluye que, a un nivel de significancia del 
0,01, 𝛽  no es cero. 

 

4.4 Análisis de graficas de residuos 

El primer paso para el análisis de residuales es calcular el valor de cada uno de los 
residuos, los cuales como vimos en el núcleo teórico son la diferencia entre el valor real 
de 𝑦 y el valor estimado de 𝑦 (𝑒 = 𝑦 − 𝑦 ). Nótese que los mismos fueron calculados 
previamente para la fórmula de SSE. El detalle de estos se encuentra en la tabla 7.2 del 
capítulo “Cálculos y tablas auxiliares”. 

Luego se realiza la primera gráfica de residuos en función de la variable 𝑥 



Figura 4.3. Gráfica de residuales de la pobreza en Argentina 

 

Se estudio que la forma ideal de este gráfico es que los valores de los residuos ronden 
alrededor del valor 0 y podemos ver en la figura 4.3. que se cumple. Por otro lado, si 
realizamos la suma de los residuos y lo dividimos por las 31 observaciones vemos que la 
media es cero y por lo tanto se cumple la propiedad 𝐸(𝑒 ) = 0. 

Luego, para la siguiente gráfica, se debe calcular el valor de los leverage de cada dato (el 
cual se vio que resume cuán lejos cae el valor de 𝑥  de la media muestral de las 𝑥) para 
luego poder calcular el desvío estándar de cada residuo. La fórmula del leverage es: 

ℎ =
1

𝑛
+

(𝑥 − 𝑋)

𝑆
 

 

Luego, se puede calcular el estimado de la desviación estándar del residual 𝑖, el cual 
depende del error estándar del estimado S (4,3176) y el valor ℎ  calculado en el paso 
anterior. 

𝑆 = 𝑠 1 − ℎ  

 

Una vez calculada la desviación estándar de cada residual, se procede a calcular el 
residual estandarizado. 

𝑒 =
(𝑦 − 𝑦 )

𝑆
 

 

Todos los cálculos realizados para todas las observaciones y resultados necesarios para el 
análisis de residuales pueden observarse en la tabla 7.3 “Cálculos auxiliares para el 
análisis de residuales” del capítulo 7.  



Posteriormente se grafican los residuales estandarizados calculados en función de 𝑥. 

Figura 4.4. Gráfica de residuales estandarizados de la pobreza en Argentina 

 

Como se mostró en la parte teórica, la gráfica de residuales estandarizados nos brinda 
información acerca de la hipótesis de que el término de error tiene distribución normal y 
se espera que aproximadamente el 95% de los residuales estandarizados estén entre –2 y 
2. Observando la gráfica de residuales estandarizados (figura 4.4) notamos que solo un 
residual está fuera del intervalo mencionado (perteneciente al aglomerado de Corrientes). 
Puesto que se está trabajando con 31 observaciones, decir que uno de ellos está fuera del 
intervalo de desviaciones estándar implica que aproximadamente el 96,8% de los datos 
está dentro del intervalo y no habría razón suficiente para dudar de que el término de error 
tenga distribución normal. 

También podemos validar que al sumar todos los residuos estandarizados y dividirlos por 
𝑛 obtenemos que la media es cero, y validamos además que el valor de todos los 𝑆  es 
constante, lo cual cumple con las propiedades que se habían planteado en el núcleo 
teórico. Observar que dado que se realizaron los cálculos con cuatro decimales puede 
variar el valor exacto de 𝑆  pero se puede ver en la tabla 7.3 “Cálculos auxiliares para 
el análisis de residuales” del capítulo 7, que en todos los casos se puede redondear a 4. 

La tercera gráfica de residuo que se realizara es la gráfica de probabilidad normal la cual 
como vimos previamente confirma la suposición de que el término del error tiene una 
distribución normal. 

Para el desarrollo de esta grafica se pueden observar los cálculos realizados según los 
pasos que desarrollaremos a continuación en la tabla 7.4. “Cálculos auxiliares para la 
gráfica de probabilidad normal de los residuos”. 

El primer paso para realizarla es ordenar los residuos de menor a mayor, luego se calcula 
el porcentaje empírico de residuos menor que el residuo específico que se está 
considerando de la siguiente manera: 

𝑃 =
𝑖 − 0,5

𝑛
 



Donde 𝑖 es el número de orden de cada dato y 𝑛 es el total de datos. 

Por último, se calcula el porcentaje teórico de residuos menor que el residuo específico 
usando la tabla de distribución normal (Tabla 7.7 capitulo 7. “cálculos y tablas 
auxiliares”) de manera tal que 

𝐹(𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜) = 𝑃(𝑍 < 𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟) 

 

Una vez calculados todos estos datos se grafica la pareja (𝐹(𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑜), 𝑃 ), el resultado 
es el siguiente 

Figura 4.5. Gráfica de probabilidad normal de residuales 
estandarizados de la pobreza en Argentina 

 

Como podemos observar en la figura 4.5. los puntos parecen ajustarse a una línea recta 
(de la forma 𝑦 = 𝑥), lo cual confirma que los datos provienen de una distribución normal. 

 

4.5. Búsqueda de outliers y observaciones influyentes 

En el análisis en curso de la pobreza en argentina encontramos que un 77,4% de los 
𝑒  está dentro del rango (−1,1) y un 96,8% dentro de (−2,2), quedando un solo residual 
estandarizado con valor -3,2318 que pertenece al aglomerado de Corrientes. Dado que 
este valor es superior al esperado podría ser un outlier. 

 

Para no realizar todo el análisis nuevamente excluyendo al outlier detectado, se calcula el 
estadístico: 

 

𝑡 = 𝑒
𝑛 − 3

𝑛 − 2 − 𝑒
 



𝑡 = −3,2318
28

29 + 3,2318
 

𝑡 = −3,2318 0,8687 

𝒕𝒊 = −𝟑, 𝟎𝟏𝟐𝟏 

 

Luego, se plantean las siguientes hipótesis 

 𝐻 : ninguna de las 𝑛 observaciones es un outlier 

 𝐻 :  hay al menos un outlier 

Se debe comparar el |𝑡 | obtenido con el percentil 1 − 𝛼
2𝑛 de la 𝑡 . En el análisis en 

curso 

1 − 𝛼
2𝑛 = 1 − 0,05

2 ∗ 31 = 1 − 0,0008 = 0,9992 

 

El valor del percentil obtenido en la tabla 7.8. “Distribución t de student”. Del capítulo 7, 
para 𝑛 − 3 = 31 − 3 = 28 es 3,408 

Como |𝑡 | = 3,0121 < 3,408 se descarta la Hipótesis 1 y por lo tanto ninguna de las 𝑛 
observaciones es un outlier. 

 

Detección de observaciones influyentes 

Como se explicó en la teoría, si existen observaciones influyentes, al quitarlas del análisis 
la recta de regresión estimada debería cambiar su valor considerablemente. 

En la siguiente gráfica se muestra el resultado de quitar de la base de porcentaje de 
pobreza de personas en Argentina el aglomerado de Corrientes (49,3; 37,9). Se puede 
validar que no se observan cambios en la ecuación de la regresión ni en el coeficiente de 
correlación. 

Figura 4.6. Grafica de la ecuación de regresión lineal sin el aglomerado 
Corrientes. 



De esta misma manera, se realizó la prueba descartando ciertos valores en el análisis de 
regresión de la pobreza en argentina, y en ninguno de los casos cambio la ecuación de 
regresión, ni el coeficiente de regresión, por lo cual concluimos que no se detectan 
observaciones influyentes. 

 

4.6. Aplicación de la ecuación de regresión para estimar y predecir 

Como pudimos validar que la relación es estadísticamente significativa entre las 
variables, y que el ajuste que proporciona la ecuación es bueno, la ecuación puede usarse 
para estimaciones y predicciones. Cómo vimos en el capítulo 3 se realizan estimaciones 
por intervalo. 

El primero que se va a calcular es el intervalo de confianza del valor medio de 𝑦.  

A modo de ejemplo se tomará 𝑥 = 35,5, es decir los aglomerados que en el segundo 
semestre del 2018 mostraron un índice de pobreza del 35,5%, que como se puede ver en 
la tabla 4.1 corresponde a Gran Catamarca.   

 

Luego se calcula 𝑦 , es el estimado del valor particular de y 

𝑦 = 𝑏 + 𝑏 𝑥  

Reemplazando con los datos obtenidos anteriormente, se obtiene: 

𝑦 = 8,9031 + 0,8342(35,5) = 𝟑𝟖, 𝟓𝟏𝟕𝟐 

 

La fórmula para estimar la desviación estándar de 𝑦  dado un valor particular de 𝑥, 𝑥 , 
es: 

𝑆 = 𝑠
1

𝑛
+

(𝑥 − �̅�)

𝑆
  

 

Entonces, reemplazando los datos obtenemos 

𝑆 = 4,3176
1

31
+

(35,5 − 31,2065)

1543,3387
  

𝑆 = 4,3176 0,0323 +
18,4341

1543,3387
 

𝑆 = 4,3176 0,0442 

𝑆 = 4,3176 ∗ 0,2103 

𝑺𝒚𝒑 = 𝟎, 𝟗𝟎𝟖𝟐 

 

De acuerdo con la tabla 8.5 “Distribución t de student” del capítulo 7. “Cálculos y tablas 
auxiliares”, vemos que 𝒕𝟎,𝟎𝟐𝟓 = 𝟐, 𝟎𝟒𝟓.  



Así, con 𝑦 = 38,5172 y 𝑆 = 0,9082, se calcula 

𝑦 ± 𝑡 𝑆  

38,5172  ± 2,045 ∗ 0,9082 

𝟑𝟖, 𝟓𝟏𝟕𝟐 ± 𝟏, 𝟖𝟓𝟕𝟑 

 

Entonces, con una confianza del 95% se puede decir que el porcentaje promedio de 
pobreza en el segundo semestre del 2019 de todos los aglomerados que en el segundo 
semestre del 2018 mostraron un índice de pobreza del 35,5% está entre el 36,6599% y el 
40,3745%.  

Obsérvese que el valor real 𝑦 = 39,6 y 𝑦 = 38,5172, en ambos casos el valor esta 

dentro del intervalo predicho. 

El segundo es el intervalo de predicción para un valor particular de y, se utilizará el mismo 
ejemplo, aglomerado de Gran Catamarca con un índice de pobreza del 35,5%, ya sabemos 
que 𝑦 = 38,5172 y además debemos calcular la desviación estándar de 𝑦 : 

𝑆 = 𝑆 1 +
1

𝑛
+

(𝑥 − �̅�)

𝑆
 

Para el caso que estamos trabajando: 

𝑆 = 4,3176 1 +
1

31
+

(35,5 − 31,2065)

1543,3387
 

𝑆 = 4,3176 1 + 0,0323 + 0,0119 

𝑆 = 4,3176 1,0442 

𝑆 = 4,3176 ∗ 1,0219 

𝑺𝒊𝒏𝒅 = 𝟒, 𝟒𝟏𝟐𝟐 

 

De acuerdo con la tabla 7.5 “Distribución t de student” del capítulo 7. “Cálculos y tablas 
auxiliares”, vemos que 𝒕𝟎,𝟎𝟐𝟓 = 𝟐, 𝟎𝟒𝟓. Así, con 𝑦 = 38,5172 y  
𝑆 = 4,4122, tenemos: 

38,5172 ± 2,045 ∗ 4,4122 

38,5172 ± 2,045 ∗ 4,4122 

𝟑𝟖, 𝟓𝟏𝟕𝟐 ± 𝟗, 𝟎𝟐𝟐𝟗 

 

Entonces, con una confianza del 95% se puede decir que el porcentaje de pobreza en el 
segundo semestre del 2019 del aglomerado de Gran Catamarca, que en el segundo 
semestre del 2018 mostró un índice de pobreza del 35,5%, está entre el 29,4943% y el 
47,5401%.  



De acuerdo con lo anterior, el intervalo de predicción es mayor que el intervalo de 
confianza del valor medio de 𝑦, y lo contiene. Por lo tanto 𝑦  y 𝑦  también pertenecen 

al intervalo de predicción. 

Por último, se calculan los intervalos de confianza para los coeficientes de la ecuación de 
regresión 

                                     𝛽   = 𝑏 ± 𝑡 𝑆
1

𝑛
+

(�̅�)

𝑆
                                [𝟓] 

 

                                           𝛽 = 𝑏 ± 𝑡
𝑆

𝑆
                                        [𝟔] 

Siguiendo con el análisis de regresión de la pobreza en Argentina, al realizar los cálculos 
de los intervalos de confianza de los parámetros del modelo reemplazando los datos en 
[5] se tiene:  

𝛽 = 8,9031 ± 2,045 ∗ 4,3176
1

31
∗

973,8426

1543,3387
 

𝛽 = 8,9031 ± 2,045 ∗ 4,3176 0,0323 ∗ 0,6310 

𝛽 = 8,9031 ± 2,045 ∗ 4,3176 ∗ 0,1428 

  
𝜷𝟎 = 𝟖, 𝟗𝟎𝟑𝟏 ± 𝟏, 𝟐𝟔𝟎𝟖 

 

Y, por otro lado, reemplazando en [6]  

𝛽 = 0,8342 ± 2,045 ∗
4,3176

1543,3387
 

𝛽 = 0,8342 ± 2,045 ∗
4,3176

39,2853
 

𝛽 = 0,8342 ± 2,045 ∗
4,3176

39,2853
 

𝜷𝟏 = 𝟎, 𝟖𝟑𝟒𝟐 ± 𝟎, 𝟏𝟎𝟗𝟗 

 

De esta manera, podemos decir que con una confianza del 95%, el coeficiente de la 
ecuación de regresión 𝛽  esta entre 7,6423 y 10,1639 y el valor de 𝛽  entre 0,7243 y 
0,9441. 

 

 

 

  



 

Conclusión 
 

 

Habiendo analizado y comprendido el contenido del paper “Aplicación de la regresión 
lineal en un problema de pobreza” de Colombia, y replicando el análisis para los datos 
de pobreza en las personas de 31 aglomerados urbanos principales de Argentina obtenidos 
de la encuesta permanente de hogares del INDEC, se demostró que existe una relación 
lineal significativa entre los datos del segundo semestre del año 2018 y los del segundo 
semestre del año 2019. 

Comenzó el análisis con un diagrama de dispersión donde se detectó una relación directa 
entre las variables y, además, se observó que los puntos parecen aproximarse a una línea 
recta. En consecuencia, se eligió el modelo de regresión lineal simple para representar la 
relación entre las variables. 

La ecuación estimada de la regresión obtenida fue 𝑌 = 8,9031 + 0,8342𝑥, la pendiente 
de la recta es positiva, lo que implica que en los aglomerados donde se observó mayor 
pobreza en el segundo semestre del 2018, también se observó mayor pobreza en el 
segundo semestre del 2019. Pero como la pendiente es un número entre cero y uno, 
significa que el incremento en el porcentaje de pobreza en el segundo semestre del 2019 
entre un aglomerado y otro es menor que en el segundo semestre del 2018. 

En el análisis se reveló que la ecuación de regresión explica en un 66,51% los valores 
observados de la pobreza en segundo semestre del 2019 según los valores de pobreza en 
el segundo semestre del 2018. Se demostró además con un coeficiente de correlación de 
0,8155 que la relación directa de dependencia lineal es fuerte. Esta relación se pudo 
confirmar con las pruebas de significancia t y F. 

En el análisis de residuales, se concluyó en primer lugar que la varianza de 𝜀 no es 
constante. En la gráfica de residuales estandarizados, se observó que aproximadamente 
el 96,8% de los datos está dentro del intervalo y no habría razón suficiente para dudar de 
que el término de error tenga distribución normal. Y, por último, en la gráfica de 
distribución normal los puntos parecen ajustarse a una línea recta, lo cual indica que los 
datos provienen de una distribución normal. 

En el análisis de outliers se encontró que un 77,4% de los 𝑒  está dentro del rango (-1,1) 
y un 96,8% dentro de (-2,2), quedando un solo residual estandarizado con valor -3,2318, 
pero, al no haber error en la medición, el dato debe conservarse. 

Continuando con el análisis, se realizó la prueba de observaciones influyentes 
descartando ciertos valores en el análisis de regresión de la pobreza en argentina, y en 
ninguno de los casos cambio la ecuación de regresión, ni el coeficiente de regresión, por 
lo cual se concluyó que no se detectan observaciones influyentes. 

Como pudimos validar que la relación es estadísticamente significativa entre las 
variables, y que el ajuste que proporciona la ecuación es bueno, la ecuación puede usarse 
para estimaciones y predicciones. Por este motivo se calcularon los intervalos de 
confianza del valor medio de 𝑦, y el intervalo de predicción y se comprobó su validez con 
algunas observaciones. Así como también se calcularon los intervalos de confianza para 
los coeficientes de la ecuación de regresión. 
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Tabla 7.1. Porcentaje de pobreza en personas de 31 aglomerados urbanos de Argentina 

 



Tabla 7.2. Cálculos auxiliares para la obtención de los regresores 𝑏  𝑦 𝑏  

 

 

  



Tabla 7.3. Cálculos auxiliares para el análisis de residuales. 

 

  



Tabla 7.4. Cálculos auxiliares para la gráfica de probabilidad normal de los residuos. 
  



Tabla 7.5. Distribución t de student 
 

  



 
Tabla 7.6. Distribución F de Fisher con probabilidad de 0,05 

 
 



 
 
 
 
  



Tabla 7.7. Distribución normal estandarizada 
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Tabla 7.8. Distribución t de student  
 


